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Departamento de Matemáticas y Estad́ısticas - Universidad de Córdoba, Monteŕıa,
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A los Profesores del Programa de Maǵıster. En especial, a la Profesora Verónica Anaya

por estar siempre atenta a mi. También a los Profesores: Juan Bobenrieth, Dante Carrasco,
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RESUMEN

En este trabajo desarrollamos una discretización mediante elementos virtuales para el proble-

ma de Brinkman formulado en términos de la función de corriente (también llamada función

de flujo) del campo de velocidad. Escribimos una formulación variacional y proponemos una

discretización usando elementos virtuales de clase C1 de orden arbitrario k ≥ 2. La velocidad

se obtiene a través de un post-proceso de la función de corriente. Bajo suposiciones estándar

del dominio computacional, probamos estimaciones de error para la función de corriente.

También establecemos estimaciones de error en las normas L2 y H1 a través de argumentos

de dualidad clásicos. Para k = 3, proponemos una estrategia para aproximar la presión del

fluido, a través de un problema de Poisson generalizado con dato proveniente de la función

de corriente, el cual se basa en una formulación discreta con elementos virtuales de clase C0.

Además, bajo la hipótesis de quasi-uniformidad de las mallas se establece estimaciones de

error en norma H1 para la presión. Finalmente, se reportan algunos resultados numéricos

usando diferentes familias de mallas poligonales, los cuales ilustran el buen comportamiento

del esquema discreto y corroboran nuestros resultados teóricos.
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Índice general

1. Introducción 1

1.1. Definiciones y notaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2. Problema Continuo 12
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Caṕıtulo 1

Introducción

Los métodos de elementos virtuales (VEM) fueron introducidos recientemente en [5] como

una generalización del método de elementos finitos que pueden usar poĺıgonos y poliedros

generales en el caso 2D y 3D, respectivamente, para resolver numéricamente ecuaciones

diferenciales parciales (EDP).

En [5] el método VEM se introduce para la ecuación de Laplace en 2D y en dicho trabajo

se presentan las ideas principales del método. Una de ellas es que los espacios locales se

construyen de tal manera que incluyan polinomios de hasta cierto grado, por ejemplo, a los

polinomios de grado menor o igual a k, (el cual se denomina orden del método). Sin embargo,

los espacios locales también contienen otras funciones más generales, no polinómicas (que

generalmente son definidas mediante un operador diferencial) cuyos valores puntuales en

la práctica no necesitan calcularse o evaluarse, lo cual les otorga el t́ıtulo “Virtual”. Otra

idea del método es que para generar esquemas calculables en mallas poligonales generales,

los grados de libertad se eligen de manera cuidadosa de tal modo que las correspondientes

proyecciones de las funciones test locales en el subespacio de los polinomios de grado menor

o igual a k, resulten calculables.

Una caracteŕıstica importante del enfoque del método VEM es que la solución calculada no

está disponible en forma de una función (ya que será una función virtual). Esta solución

entregada por el método es representada a través de los valores de sus grados de libertad,

a los que se pueden acceder, por ejemplo, mediante la proyección polinomial de la función

virtual en el poĺıgono.

El método VEM se pudo extender a otro tipo de problemas, por ejemplo se aplicó a algunos
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problemas de elasticidad en dos dimensiones (ver [6, 11]) y a problemas de placas delgadas

(ver [24, 33]). Desde entonces se observaron varias ventajas en comparación con los méto-

dos de elementos finitos (FEM), como por ejemplo, su habilidad para construir esquemas

discretos sobre mallas poligonales y poliédricas generales, lo que resulta muy conveniente en

la generación de mallas para problemas con geometŕıas complejas, además para esquemas

adaptativos resultan ser eficientes, pues se considera automáticamente la inclusión de nodos

colgantes. En estos primeros trabajos también se observó otra ventaja significativa del méto-

do VEM, y es que este resultó apropiado para hacer frente a los requisitos de continuidad

para ordenes superiores, por ejemplo, permiten diseñar subespacios discretos de H2(Ω) de

manera sencilla, en comparación a los métodos FEM clásicos.

Para problemas de cuarto orden los métodos de elementos finitos conformes estándar re-

quieren que los subespacios de funciones sean subespacios de H2(Ω) (en la práctica C1),

dichos elementos requieren polinomios de alto grado que incluso en dos dimensiones no son

fáciles de construir, por ejemplo, en [34] se muestra que para uno de estos espacios el grado

polinomial asociado es 5 y los grados de libertad asociados son 21 por triángulo. En este tra-

bajo evidenciaremos la habilidad del método VEM para construir subespacios de dimensión

finita de H2(Ω) de manera fácil y utilizando polinomios de bajo orden en el grado más bajo

(k = 2). En [24], se presenta una familia de elementos virtuales para el problema de flexión

de placas delgadas usando las ecuaciones de Kirchhoff-Love, en este trabajo se muestra la

construcción de aproximaciones C1 de manera sencilla, sobre elementos poligonales genera-

les. Para el orden más bajo (k = 2) hacen uso de un simple conjunto de grados de libertad,

a saber, 3 grados de libertad por vértice del poĺıgono (9 grados de libertad por triángulo).

En [33], se analiza la familia de elementos introducida en [24] para problemas de cuarto

orden, mostrando ahora estimaciones óptimas de error en norma L2 y H1, usando argumen-

tos clásicos de dualidad. En [3], se desarrolla una discretización de clase C1 con elementos

virtuales de bajo orden para la aproximación de la ecuación de Cahn-Hilliard, más fácil de

implementar que el estándar FEM y considerando un número reducido de grados de libertad

en comparación a los FEM mixtos. Desde ese entonces el método VEM se ha extendido a

varios problemas con regularidad de clase C1 para problemas de placas, por ejemplo, en [44]

se estudia una discretización para el problema vibración de las placas de Kirchhoff y en [45]

se presenta un esquema discreto usando elementos virtuales para el problema de pandeo de

las placas de Kirchhoff.
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En los últimos años VEM se ha extendido para problemas con regularidad arbitraria (ver

[14]), problemas eĺıpticos generales (ver [7, 8]), parabólicos ([49, 51]), hiperbólicos ([47]),

mixtos (ver [22, 10]), en particular en problemas de fluidos, podemos mencionar los problemas

de Stokes, Brinkman, Darcy (ver [2, 12, 26, 25, 48]), Navier-Stokes (ver [13, 18]), también

a problemas de elasticidad lineal y no lineal (ver [6, 37, 11, 42]), estimaciones de error y

técnicas adaptativas (ver [15, 28]).

Durante las últimas décadas el estudio de la mecánica de fluidos ha adquirido gran interés

por la variedad de aplicaciones en diferentes ciencias, tales como: ingenieŕıa, oceanograf́ıa,

biomedicina, entre otras. Dependiendo el tipo de fenómeno que se produce en el fluido y del

medio en cual se encuentre, diferentes modelos matemáticos, tales como Stokes, Brinkman,

Darcy, Oseen y Navier-Stokes pueden utilizarse para obtener resultados adecuados para

estudiar la dinámica del fluido en términos de las variables: velocidad, presión, vorticidad y

otras variables de interés, por ejemplo, la función de corriente.

En particular, en este trabajo nos enfocaremos en un análisis numérico de las ecuaciones de

Brinkman de un fluido viscoso incompresible formulado en términos de la función de corriente

de la velocidad. Las ecuaciones de Brinkman se pueden considerar como una extensión de

la ley de Darcy para describir el comportamiento del flujo de un fluido viscoso dentro de

un medio poroso con permeabilidad posiblemente heterogénea, de modo que el flujo puede

estar dominado por el régimen de Stokes en algunas regiones y por Darcy en otras partes del

dominio. La aproximación eficiente del flujo de un fluido viscoso gobernado por las ecuaciones

de Brinkman es de gran importancia práctica, ya que este sistema es utilizado para modelar

flujos en muchos materiales industriales y medios naturales, tales como filtros industriales,

vidrio o lana mineral, espumas abiertas (ver Figuras 1.1 y 1.2) la filtración de capas porosas,

depósitos de petróleo (ver Figura 1.3) y/o acúıferos.
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Figura 1.1: Microestructura y macroestructura de lana mineral.

Figura 1.2: Microestructuras de espumas industriales.

En particular, las ecuaciones de Stokes, Brinkman y Navier-Stokes formuladas en términos de

la función de corriente resultan atractivas, pues la restricción de incompresibilidad se satisface

automáticamente, la presión no está presente en la formulación débil y por tanto solo hay

una variable escalar por determinar. Sin embargo, la formulación natural es un problema

de cuarto orden, de modo que para aproximar la solución se debe construir un subespacio

finito dimensional de H2(Ω). Por este motivo e inspirados en [24] y en [33], presentaremos un

esquema discreto usando elementos virtuales de clase C1 para la aproximación de la función

de corriente del Problema de Brinkman.
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Figura 1.3: Depósito de petróleo y capas porosas.

En el año 1979 en [36] se presenta por primera vez la formulación débil estándar en términos

de la función de corriente para la ecuación de Navier-Stokes, en esta dirección en [29, 30, 31],

se presentan métodos de elementos finitos para su aproximación y se realiza un análisis de

convergencia para dichas formulaciones. En particular, en [31] una vez que se tiene la aproxi-

mación de la función de corriente, las ecuaciones de momento pueden usarse para aproximar

la presión mediante un post-proceso de la función de corriente. A través de equivalencia de

problemas los autores proponen resolver un problema mixto. Sin embargo, esto no es venta-

joso a nivel práctico, pues para dicho esquema mixto la construcción de espacios discretos

que cumplan las condiciones de la teoŕıa de Babuška-Brezzi no es sencilla.

En [2], se propone y analiza una discretización usando elementos virtuales de bajo orden

para el Problema de Stokes en términos de la función de corriente. En este trabajo se ob-

servaron ventajas a nivel computacional, por ejemplo, el número de grados de libertad, al

estar relacionado con una sola variable escalar (la función de corriente) en lugar de una va-

riable vectorial (la velocidad) más una escalar (la presión), resulta ser menor que el número

de grados de libertad para el esquema estándar en términos de velocidad-presión. Por otro

lado, la matriz asociada al sistema lineal resulta ser definida positiva. Sin embargo, en este

trabajo la presión del fluido no es aproximada.

En [48], se desarrolla una discretización conforme H1 usando elementos virtuales de orden

k ≥ 2 para las ecuaciones de Brinkman y Darcy formuladas en términos de la velocidad y

presión. En particular, para el Problema de Brinkman la velocidad es aproximada usando
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una ligera modificación del espacio virtual presentado en [12]. Este nuevo espacio presenta

dos propiedades fundamentales: la proyección L2 sobre el espacio de polinomios Pk es ex-

plićıtamente calculable usando los grados de libertad propuestos y el kernel discreto asociado

es de divergencia nula. La presión del fluido es aproximada con polinomios a trozos de grado

menor o igual a k − 1. Finalmente, se realiza un análisis de error del método y se presentan

varios ejemplos numéricos.

En [26] se presenta y analiza un método de elementos virtuales mixtos para las ecuaciones

de Brinkman en dos dimensiones con condiciones de contorno de Dirichlet no homogéneas.

Se emplea una formulación mixta, en la cual la incógnita es el tensor de pseudoesfuerzo,

mientras que la velocidad y la presión del fluido se calculan mediante un post-proceso. Para

definir una forma bilineal discreta y calculable, cuya versión continua contiene tensores des-

viadores se proponen dos alternativas conocidas para el proyector local sobre un subespacio

polinomial adecuado, las cuales permiten calcular de manera expĺıcita los términos que con-

tienen tensores desviadores. A continuación, se muestra que la forma bilineal discreta global

satisface las hipótesis requeridas por el Lema de Lax-Milgram. De esta manera, se demues-

tra existencia y unicidad de solución del esquema virtual mixto y se obtienen estimaciones

de error a priori asociadas a la solución virtual. Finalmente, se ilustran varios resultados

numéricos, confirmando la base téorica.

El objetivo principal del presente trabajo es desarrollar una discretización mediante ele-

mentos virtuales para el Problema de Brinkman formulado en términos de la función de

corriente, proponiendo una discretización conforme C1 de orden arbitrario k ≥ 2, sobre

mallas poligonales generales.

A continuación presentaremos algunas definiciones y notaciones que serán usadas a lo largo

de nuestro trabajo.

1.1. Definiciones y notaciones

Para un campo vectorial v = (vi)i=1,2 y para un campo escalar q se definen los siguientes

operadores diferenciales:

div v := ∂1v1 + ∂2v2, rotv := ∂1v2 − ∂2v1, ∇v :=

(
∂1v1 ∂2v1

∂1v2 ∂2v2

)
,
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∇q :=

(
∂1q
∂2q

)
, curl q :=

(
∂2q
−∂1q

)
, ∆q := ∂11q + ∂22q,

∆2q := ∆(∆q), ∆v :=

(
∂11v1 + ∂22v1

∂11v2 + ∂22v2

)
, D2q :=

(
∂11q ∂12q
∂21q ∂22q

)
.

Para algunos de los operadores definidos anteriormente tenemos las siguientes identidades:

curl (rotv) = −∆v +∇(div v), (1.1)

rot (curl q) = −∆q. (1.2)

Además, dadas las matrices τ := (τij)1≤i,j≤2 y ζ := (ζij)1≤i,j≤2 consideramos el siguiente

producto escalar de matrices 2× 2:

τ : ζ :=
2∑

i,j=1

τijζij. (1.3)

A continuación presentaremos algunas definiciones sobre la teoŕıa de espacios funcionales,

en particular espacios de funciones continuas, integrables y espacios de Sobolev.

Un multi-́ındice es una n-tupla β = (β1, β2, . . . , βn), con βi ∈ N ∪ {0}, ∀i ∈ {1, . . . , n}, con

longitud |β| = β1 + · · ·+ βn. Se introduce el siguiente operador diferencial definido por:

∂β :=

(
∂

∂x1

)β1
· · ·
(

∂

∂xn

)βn
=

∂|β|

∂β1x1 · · · ∂βnxn
.

Sea O un subconjunto abierto en Rn y sea k ∈ N∪{0}. Denotamos por Ck(O) el conjunto de

todas las funciones u continuas a valores reales definidas sobre O tales que ∂βu es continua

sobre O para todo β = (β1, . . . , βn), con |β| ≤ k.

El soporte de una función continua u definida sobre un conjunto abierto O ⊂ Rn se define

como la clausura en O del conjunto {x ∈ O : u(x) 6= 0}. Denotamos por Ck
0 (O) al conjunto

de todas la funciones u que pertenecen a Ck(O) tal que su soporte es un conjunto acotado

de O, además se denota el conjunto de las funciones infinitamente diferenciables con soporte

compacto como: C∞0 (O).

Ahora nos restringimos a los espacios de funciones Lebesgue integrables. Para 1 ≤ p < ∞;

denotamos por Lp(O) el conjunto de todas las funciones a valores reales definidas sobre un

subconjunto abierto O de Rn tal que ∫
O
|u(x)|p <∞,
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Lp(O) es dotado con la norma

‖u‖Lp(O) =

(∫
O
|u(x)|p dx

)1/p

.

También consideramos el espacio L∞(O) que consiste en las funciones u definidas sobre O
tal que |u| tiene supremo esencial finito sobre O (es decir, existe una constante positiva M

tal que |u(x)| ≤M , casi todo punto). L∞(O) es dotado con la norma

‖u‖L∞(O) = ess.sup
x∈O

|u(x)|.

Un caso de particular importancia es cuando tomamos p = 2; entonces

‖u‖L2(O) =

(∫
O
|u(x)|2 dx

)1/2

,

el espacio L2(O) está dotado con el producto interior

(u, v)L2(O) :=

∫
O
u(x)v(x) dx .

A continuación introducimos algunos espacios de Sobolev, los cuales juegan un rol importante

en la teoŕıa moderna de ecuaciones diferenciales, seguiremos las notaciones estándar para

estos espacios (ver [1, 21]). Antes daremos el concepto de derivada débil. Para v ∈ L2(O), se

dice que ∂βv ∈ L2(O) en el sentido distribucional, si existe una función vβ ∈ L2(O), tal que∫
O
v(x)∂βϕ(x) dx = (−1)|β|

∫
O
vβ(x)ϕ(x) ∀ϕ ∈ C∞0 (O).

A continuación se dará la definición de los espacios H1(O), H2(O) y Hm(O) con O un

dominio abierto y acotado de R2. Se define el espacio de Sobolev:

H1(O) :=

{
v ∈ L2(O) :

∂v

∂xj
∈ L2(O), para j = 1, 2

}
,

H1 es un espacio de Hilbert con el siguiente producto escalar:

(v, z)H1(O) := (v, z)L2(O) +
2∑
j=1

(
∂v

∂xj
,
∂z

∂xj

)
L2(O)

, para todo v, z ∈ H1(O).

La norma inducida por este producto interior está dada por:

‖v‖H1(O) =

(
‖v‖2

L2(O) +
2∑
j=1

∥∥∥∥ ∂v∂xj
∥∥∥∥2

L2(O)

)1/2

, para todo v ∈ H1(O).
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En este espacio, la seminorma está dada por:

|v|H1(O) =

(
2∑
i=1

∥∥∥∥ ∂v∂xj
∥∥∥∥2

L2(O)

)1/2

.

También se define el espacio de Sobolev de orden 2:

H2(O) =

{
v ∈ L2(O) :

∂v

∂xj
,

∂2v

∂xi∂xj
∈ L2(O) para i, j = 1, 2

}
la norma está dada por

‖v‖H2(O) =

(
‖v‖2

L2(O) +
2∑
j=1

∥∥∥∥ ∂v∂xj
∥∥∥∥2

L2(O)

+
2∑
i=1

2∑
j=1

∥∥∥∥ ∂2v

∂xi∂xj

∥∥∥∥2

L2(O)

)1/2

∀v ∈ H2(O).

Mientras que la seminorma está dada por:

|v|H2(O) =

(
2∑
i=1

2∑
j=1

∥∥∥∥ ∂2v

∂xi∂xj

∥∥∥∥2

L2(O)

)1/2

.

En general, se puede definir el espacio de Sobolev de orden m:

Hm(O) := {v ∈ L2(O) : ∂βv ∈ L2(O), para todo β, |β| ≤ m}.

Sobre Hm(O) se define el siguiente producto interior:

(v, z)Hm(O) := (v, z)L2(O) +
∑
|β|≤m

(∂βv, ∂βz)L2(O) para todo v, z ∈ Hm(O).

Por tanto, su norma inducida está dada por

‖v‖Hm(O) = (v, v)
1/2
Hm(O) =

‖v‖2
L2(O) +

∑
|β|≤m

‖∂βv‖2
L2(O)

1/2

,

y a su vez se define la seminorma

|v|Hm(O) :=

∑
|β|=m

‖∂βv‖2
L2(O)

1/2

.

En esta tesis utilizaremos el notación | · |m,O y ‖·‖m,O para la seminorma y norma en Hm(O),

respectivamente. Tendremos la convención H0(O) = L2(O).
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Sean t y n el vector tangente y normal unitario exterior a ∂O, respectivamente. Entonces,

para cada v ∈ H1(O) definimos la derivada normal de v como ∂nv := ∇v · n = curl v · t y

por ∂tv la derivada tangencial de v como: ∇v · t = curl v · n.

Consideramos los espacios

H1
0 (O) :=

{
v ∈ H1(O) : v = 0 sobre ∂O

}
,

H2
0 (O) :=

{
v ∈ H2(O) : v = ∂nv = 0 sobre ∂O

}
.

También se definen los siguientes espacios:

L2
0(O) :=

{
v ∈ L2(O) :

∫
O
v = 0

}
y H̃1(O) :=

{
v ∈ H1(O) :

∫
O
v = 0

}
.

En lo que sigue, dado un entero ` ≥ 0 se denotará por P`(O) al espacio de funciones polino-

miales definidos sobre O de grado menor o igual a `, es decir, p ∈ P`(O) si y solo si existen

escalares Cβ (β denota un multi-́ındice), tales que

p(x) =
∑
|β|≤`

Cβx
β, donde xβ = xβ11 x

β2
2 · · ·xβnn .

Por otro lado, gracias al Teorema de Green, tenemos que si O ⊂ R2 abierto y acotado con

frontera Lipschitz-continua ∂O. Entonces, para todo q ∈ H1(O), u ∈ H2(O) y para cada

v ∈ [H1(O)]2 tenemos las siguientes identidades:∫
O
q∆u = −

∫
O
∇u · ∇q +

∫
∂O
q∂nu, (1.4)∫

O
∇q · v = −

∫
O
q div v +

∫
∂O
q (v · n), (1.5)∫

O
curl q · v =

∫
O
q rotv +

∫
∂O
q (v · t). (1.6)

Sea V un espacio vectorial normado. El espacio L(V ;R) será llamado espacio dual de V y

denotado por V ′. Un elemento F ∈ V ′ es llamado funcional lineal y acotado. En particular

para m ≥ 1, el espacio de dual de Hm(O) será denotado por H−m(O) y la norma de

F ∈ H−m(O), está dada por:

‖F‖−m,O = sup
v∈H
v 6= 0

|F (v)|
‖v‖m,O

.
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Finalmente, el contenido de este trabajo se ha estructurado de la siguiente manera: en el

Caṕıtulo 2, se considera el problema modelo de Brinkman bidimensional en términos de

las variables de la velocidad y presión, luego introducimos una formulación variacional para

este problema, pero ahora en términos de la función de corriente y usando el Lema de Lax-

Milgram se demuestra existencia y unicidad de solución para dicha formulación.

En el Caṕıtulo 3, proponemos y analizamos una discretización de clase C1 de orden k ≥ 2,

utilizando elementos virtuales. Se definen los espacios virtuales locales y globales, se constru-

yen las formas bilineales discretas y el lado derecho garantizando consistencia y la estabilidad

t́ıpica del método VEM. Finalmente, se presenta el problema discreto y usando el Lema de

Lax-Milgram se muestra existencia y unicidad de solución de dicho esquema.

En el Caṕıtulo 4, se establecen estimaciones de error; se muestra la convergencia del método y

orden de convergencia en norma H2 para la función de corriente, además usando argumentos

de dualidad se establece una estimación de error en normas H1 y L2 para la función de

corriente. Se recupera el campo de velocidad del fluido a través de un post-proceso de la

función de corriente. En la Sección 4.4, para k = 3 se propone una estrategia para aproximar

la presión del fluido, a través de un problema de Poisson generalizado cuyo dato proviene

de la función de corriente aproximada, dicha estrategia está basada en una formulación

discreta usando elementos virtuales de clase C0. Asumiendo quasi-uniformidad de las mallas

mostramos existencia y unicidad de dicho problema y bajo la misma hipótesis mostramos

también una estimación de error en norma H1 para la presión.

En el Caṕıtulo 5, se presentan varios ejemplos numéricos que corroboran nuestros resultados

teóricos e ilustran el buen desempeño del método propuesto.

Finalmente, en el Caṕıtulo 6, daremos conclusiones de esta tesis y posibles trabajos futuros.
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Caṕıtulo 2

Problema Continuo

En este caṕıtulo presentaremos y estudiaremos el Problema de Brinkman. En particular,

proponemos una formulación variacional en términos de la función de corriente del campo

de velocidad del fluido. Usando el Lema de Lax-Milgram mostramos que dicha formulación

tiene única solución, la cual depende continuamente de los datos.

Para comenzar consideremos el problema estándar de Brinkman en términos de las variables

velocidad y presión.

2.1. Problema de Brinkman en términos de la veloci-

dad y presión

Sea Ω ⊂ R2 un dominio simplemente conexo con frontera poligonal Γ. Consideremos el

Problema de Brinkman formulado en términos de las variables velocidad y presión (ver, por

ejemplo, [36] y [41]):

Problema 2.1.1 Dada f ∈ [L2(Ω)]2, hallar u y p, tal que

K−1u− ν∆u+∇p = f en Ω,

div u = 0 en Ω,

u = 0 sobre Γ,∫
Ω

p = 0,
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donde ν > 0 es la viscosidad cinemática del fluido y K ∈ [L∞(Ω)]2×2 es el tensor de per-

meabilidad del medio poroso. Asumimos que K−1 es un tensor simétrico y uniformemente

definido positivo, es decir, existen constantes λ1, λ2 > 0 (uniformes) tales que

λ1ξ
Tξ ≤ ξTK−1ξ ≤ λ2 ξ

Tξ ∀ξ ∈ R2. (2.1)

Considerando los espacios H := [H1
0 (Ω)]2 y Q := L2

0(Ω), el Problema 2.1.1 es equivalente a

la siguiente formulación variacional:

Problema 2.1.2 Dada f ∈ [L2(Ω)]2, hallar (u, p) ∈ H ×Q tal que∫
Ω

K−1u · v + ν

∫
Ω

∇u : ∇v −
∫

Ω

p div v =

∫
Ω

f · v ∀v ∈ H,∫
Ω

q div u = 0 ∀q ∈ Q.

Usando la teoŕıa de Babuška-Brezzi se puede mostrar que este problema admite una única
solución (ver, por ejemplo, [36, 23, 41]).

2.2. Problema de Brinkman en términos de la función

de corriente

Consideremos el espacio de las funciones de divergencia nula

Z := {v ∈ H : div v = 0} ,

y notemos que la solución u ∈ H del Problema 2.1.2 es determinada por la solución del siguiente
problema:

Problema 2.2.1 Dada f ∈ [L2(Ω)]2, hallar u ∈ Z tal que∫
Ω
K−1u · v + ν

∫
Ω
∇u : ∇v =

∫
Ω
f · v ∀v ∈ Z.

Bajo la suposición de que Ω ⊂ R2 es un dominio simplemente conexo se tiene que v ∈ Z si y solo
si existe una única función potencial llamada función de corriente ϕ ∈ H2(Ω)/R (ver, por ejemplo,
[36, pag. 37]) tal que

v = curlϕ ∈ [H1
0 (Ω)]2.

Notamos que la función ϕ es única salvo constante. Aśı, para fijar dicha constante consideramos
ϕ ∈ H2

0 (Ω).
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Dado que la solución u del Problema 2.2.1 pertenece a Z, se tiene que existe un único ψ ∈ H2
0 (Ω)

tal que:
u = curlψ. (2.2)

De este modo el Problema 2.2.1 puede ser formulado como sigue:

Problema 2.2.2 (Formulación variacional en términos de la función de corriente) Dada
f ∈ [L2(Ω)]2, hallar ψ ∈ H2

0 (Ω) tal que

A(ψ,ϕ) = F (ϕ) ∀ϕ ∈ H2
0 (Ω), (2.3)

donde

A(ψ,ϕ) := Acurl (ψ,ϕ) + ν A∆(ψ,ϕ), (2.4)

F (ϕ) := (f , curlϕ)0,Ω ∀ϕ ∈ H2
0 (Ω), (2.5)

y

Acurl (ψ,ϕ) :=

∫
Ω
K−1curlψ · curlϕ ∀ψ,ϕ ∈ H2

0 (Ω), (2.6)

A∆(ψ,ϕ) :=

∫
Ω
D2ψ : D2ϕ ∀ψ,ϕ ∈ H2

0 (Ω), (2.7)

donde D2ϕ denota la matriz Hessiana de ϕ (ver Sección 1.1).

Ahora haremos dos observaciones las cuales nos entrega las ecuaciones fuerte de la formulación del
Problema 2.2.2.

Observación 2.2.1 Para cada ϕ, φ ∈ H2
0 (Ω) tenemos que∫

Ω
D2ϕ : D2φ =

∫
Ω

∆ϕ∆φ.

En efecto, sean ϕ, φ ∈ C∞0 (Ω). Entonces utilizando integración por partes se tiene que∫
Ω

(∂11ϕ∂22φ+ ∂22ϕ∂11φ) =

∫
Ω
∂11ϕ∂22φ+

∫
Ω
∂22ϕ∂11φ

=

∫
Ω
∂1ϕ∂221φ+

∫
Ω
∂2ϕ∂112φ

=

∫
Ω
∂12ϕ∂21φ+

∫
Ω
∂21ϕ∂12φ

=

∫
Ω
∂12ϕ∂12φ+

∫
Ω
∂21ϕ∂21φ,

por lo tanto ∫
Ω

(∂11ϕ∂22φ+ ∂22ϕ∂11φ) =

∫
Ω

(∂12ϕ∂12φ+ ∂21ϕ∂21φ) ∀ϕ, φ ∈ C∞0 (Ω). (2.8)
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Usando la definición del operador Laplaciano, (2.8) y la definición del producto interior para ma-
trices (ver (1.3)), se obtiene que∫

Ω
∆ϕ∆φ =

∫
Ω

(∂11ϕ+ ∂22ϕ)(∂11φ+ ∂22φ)

=

∫
Ω

(∂11ϕ∂11φ+ ∂11ϕ∂22φ+ ∂22ϕ∂11φ+ ∂22ϕ∂22φ)

=

∫
Ω

(∂11ϕ∂11φ+ ∂22ϕ∂22φ) +

∫
Ω

(∂11ϕ∂22φ+ ∂22ϕ∂11φ)

=

∫
Ω

(∂11ϕ∂11φ+ ∂22ϕ∂22φ) +

∫
Ω

(∂12ϕ∂12φ+ ∂21ϕ∂21φ)

=

∫
Ω

(∂11ϕ∂11φ+ ∂12ϕ∂12φ+ ∂21ϕ∂21φ+ ∂22ϕ∂22φ)

=

∫
Ω
D2ϕ : D2φ.

La igualdad se tiene para funciones ϕ, φ ∈ H2
0 (Ω) dado que C∞0 (Ω) es denso en H2

0 (Ω).

Observación 2.2.2 El Problema 2.2.2 es equivalente al problema: hallar ψ tal que

rot (K−1curlψ) + ν∆2ψ = rotf en Ω,

ψ = ∂nψ = 0 sobre Γ.
(2.9)

En efecto, usando la Observación 2.2.1 el Problema 2.2.2 es equivalente a: hallar ψ ∈ H2
0 (Ω) tal

que ∫
Ω
K−1curlψ · curlφ+ ν

∫
Ω

∆ψ∆φ = (f , curlφ)0,Ω ∀φ ∈ H2
0 (Ω). (2.10)

Ahora bien, sea φ ∈ C∞0 (Ω), entonces integrando por partes en (2.10) se tiene que∫
Ω

rot (K−1curlψ)φ+

∫
∂Ω

(∇(K−1curlψ) · t)φ+ ν

∫
Ω

∆ψ∆φ =

∫
Ω

rotfφ+

∫
∂Ω

(∇f · t)φ,

dado que φ ∈ C∞0 (Ω), entonces∫
Ω

rot (K−1curlψ)φ+ ν

∫
Ω

∆ψ∆φ =

∫
Ω

rotfφ. (2.11)

Integrando dos veces por partes en el segundo término del lado izquierdo de la igualdad anterior
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tenemos que ∫
Ω

∆ψ∆φ = −
∫

Ω
∇(∆ψ) · ∇φ+

∫
∂Ω

(∇φ · n)∆ψ

= −
∫

Ω
∇(∆ψ) · ∇φ

=

∫
Ω

div (∇(∆ψ))φ−
∫
∂Ω

(∇(∆ψ) · n)φ

=

∫
Ω

∆ (∆ψ)φ

=

∫
Ω

(∆2ψ)φ,

(2.12)

reemplazando (2.12) en (2.11) se obtiene∫
Ω

rot (K−1curlψ)φ+ ν

∫
Ω

∆2ψφ =

∫
Ω

rotfφ ∀φ ∈ C∞0 (Ω),

o bien ∫
Ω

(
rot (K−1curlψ) + ν∆2ψ − rotf

)
φ = 0 ∀φ ∈ C∞0 (Ω), (2.13)

dado que C∞0 (Ω) es denso en L2(Ω), entonces de (2.13) se sigue que

rot (K−1curlψ) + ν∆2ψ = rotf en Ω.

Las condiciones de frontera se tienen dado que ψ ∈ H2
0 (Ω).

El siguiente lema establece que la forma bilineal A(·, ·) definida en (2.3) es eĺıptica, este lema será
útil para mostrar que el Problema 2.2.2 admite una única solución.

Lema 2.2.1 Existe una constante α0 > 0 tal que

A(φ, φ) ≥ α0‖φ‖22,Ω ∀φ ∈ H2
0 (Ω).

Demostración. El resultado se sigue inmediatamente del hecho que ‖D2φ‖0,Ω es una norma sobre
H2

0 (Ω), equivalente a la norma usual de φ en H2
0 (Ω).

Ahora estamos en condiciones de establecer existencia y unicidad de solución del Problema 2.2.2,
lo cual se encuentra en el siguiente teorema.

Teorema 2.2.1 Existe una única solución ψ ∈ H2
0 (Ω) del Problema 2.2.2 satisfaciendo la siguiente

dependencia continua del dato
‖ψ‖2,Ω ≤ C‖F‖−2,Ω,

donde C es una constante positiva.
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Demostración. Tenemos que las formas bilineales Acurl (·, ·) y A∆(·, ·) definidas en (2.6) y (2.7)
son acotadas. Además, el funcional F (·) definido en (2.5) es un funcional lineal y acotado de H2

0 (Ω),
por lo tanto el resultado se sigue aplicando el Lema 2.2.1 y el Lema de Lax-Milgram.

Consideremos el siguiente resultado de regularidad adicional para solución del Problema 2.2.2:

Teorema 2.2.2 Sea m ≥ −1. Supongamos que f ∈ [Hm(Ω)]2, entonces existen s > 1/2 y una
constante C > 0, tal que la solución ψ del Problema 2.2.2 satisface ψ ∈ H2+s(Ω) y

‖ψ‖2+s,Ω ≤ C‖f‖m,Ω.

Demostración. La prueba del teorema se sigue a partir la regularidad adicional clásica del pro-
blema biharmónico (ver [38, 46, 4, 20]).

Observación 2.2.3 La constante s del Teorema 2.2.2 es llamada ı́ndice de regularidad eĺıptica del
problema biharmónico con condiciones de frontera Dirichlet homógeneas. Si Ω es convexo, entonces
s ≥ 1. En este caso s dependerá de la regularidad del dato f , la relación entre s y m está dada por
la igualdad m = s − 2. Si Ω no es convexo, para cualquier f el teorema es cierto pero ahora para
cada s < s0, donde s0 ∈ (1/2, 1) el cual depende del ángulo máximo reentrante de Ω (ver [38] para
la ecuación precisa que determina a s0).
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Caṕıtulo 3

Discretización por VEM

En este caṕıtulo proponemos una discretización usando elementos virtuales para la aproximación
numérica de la función de corriente del Problema de Brinkman (ver Problema 2.2.2). Se propone
una discretización conforme C1 de orden arbitrario k ≥ 2 sobre mallas poligonales generales.
Finalmente mostramos existencia y unicidad de solución del problema discreto, usando el Lema de
Lax-Milgram.

Iniciamos con la construcción de las mallas y las suposiciones sobre ellas para introducir los espacios
de elementos virtuales.

3.1. Mallas poligonales

Sea {Th}h>0 una descomposición de Ω en elementos poligonales generales K. Denotaremos por hK
al diámetro del elemento K y por h al máximo de todos los diámetros de los elementos de la malla,
esto es, h := máx

K∈Th
hK . En lo que sigue, denotamos por NK el número de vértices de K, e un lado

genérico de Th y para cada e ⊂ ∂K, denotamos por neK al vector normal unitario exterior a K y
por teK al vector tangente unitario de K. Para cada i ∈ {1, . . . , NK} el lado que conecta los vértices
Vi y Vi+1 es denotado por ei.

Para el análisis, haremos las siguientes suposiciones como en [5, 17]: para todo h > 0 y para cada
K ∈ Th existe Cτ > 0 tal que:

A1: La razón entre el lado más corto y el diámetro hK de K es mayor que Cτ ;

A2: K es estrellado con respecto a una bola de radio mayor o igual a CτhK .

Para continuar con la formulación del esquema discreto, necesitamos algunas definiciones previas.
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Primero, escribimos las formas bilineales de la siguiente manera:

Acurl (ϕ, φ) =
∑
K∈Th

AKcurl (ϕ, φ) ∀ϕ, φ ∈ H2
0 (Ω),

A∆(ϕ, φ) =
∑
K∈Th

AK∆(ϕ, φ) ∀ϕ, φ ∈ H2
0 (Ω),

donde

AKcurl (ϕ, φ) =

∫
K
K−1curlϕ · curlφ ∀ϕ, φ ∈ H2(K),

AK∆(ϕ, φ) =

∫
K
D2ϕ : D2φ ∀ϕ, φ ∈ H2(K).

También podemos escribir

A(ϕ, φ) =
∑
K∈Th

AK(ϕ, φ) ∀ϕ, φ ∈ H2
0 (Ω),

donde
AK(ϕ, φ) := AKcurl(ϕ, φ) + ν AK∆(ϕ, φ) ∀ϕ, φ ∈ H2(K).

3.2. Espacios virtuales locales y globales

Con el fin de introducir la discretización, para cada entero k ≥ 2 y para cada poĺıgono simple
K ∈ Th definimos el siguiente espacio finito dimensional:

Ṽ k
h (K) :=

{
vh ∈ H2(K) : ∆2vh ∈ Pk−2(K), vh|∂K ∈ C

0(∂K), vh|e ∈ Pr(e) ∀e ∈ ∂K,

∇vh|∂K ∈ [C0(∂K)]2, ∂ne
K
vh
∣∣
e
∈ Pα(e) ∀e ∈ ∂K

}
,

donde r := máx{3, k} y α := k − 1.

Este espacio ha sido considerado recientemente en [33] para obtener estimaciones de óptimas de
error para ecuaciones diferenciales parciales de cuarto orden y puede ser visto como una extensión
del espacio virtual C1 introducido en [24] para problemas de placas delgadas.

Observamos que se satisfacen las siguientes condiciones:

1. Para cualquier vh ∈ Ṽ k
h (K), la traza de vh y la traza del gradiente de vh sobre la frontera de

K son continuas,

2. Pk(K) ⊆ Ṽ k
h (K).

Se introducen cinco conjuntos de operadores lineales definidos de Ṽ k
h (K) en R. Para todo vh ∈

Ṽ k
h (K) estos son definidos como sigue:
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D1 : Los valores de vh en los NK vértices de K;

D2 : Los valores de ∇vh en los NK vértices de K;

D3 : Para r > 3, los momentos

∫
e
qvh ∀q ∈ Pr−4(e), ∀ lado e;

D4 : Para α > 1, los momentos

∫
e
q ∂ne

K
vh ∀q ∈ Pα−2(e), ∀ lado e;

D5 : Para k ≥ 4, los momentos

∫
K
qvh ∀q ∈ Pk−4(K), ∀ poĺıgono K.

Para cada vh ∈ Ṽ k
h (K), definimos el proyector Πk,∆

K : Ṽ k
h (K)→ Pk(K) ⊆ Ṽ k

h (K), como la solución
del problema (en cada elemento K):

AK∆(Πk,∆
K vh, q) = AK∆(vh, q) ∀q ∈ Pk(K), (3.1a)

Π̂k,∆
K vh = v̂h,

̂∇Πk,∆
K vh = ∇̂vh, (3.1b)

donde v̂h es definida como sigue:

v̂h :=
1

NK

NK∑
i=1

vh(Vi) ∀vh ∈ C0(∂K), (3.2)

y Vi, 1 ≤ i ≤ NK , son los vértices de K.

Lema 3.2.1 El operador Πk,∆
K : Ṽ k

h (K)→ Pk(K) está bien definido y es expĺıcitamente calculable

para todo vh ∈ Ṽ k
h (K), usando solo la información de los operadores lineales D1 −D5.

Demostración. Primero, notemos que la forma bilineal AK∆(·, ·) tiene kernel no trivial dado por
P1(K), de modo que el rol de (3.1b) es seleccionar un elemento del kernel de esta forma bilineal.

Además, notemos que para cada vh ∈ Ṽ k
h (K) se entrega uno y sólo un elemento Πk,∆

K vh ∈ Pk(K),
lo que implica que el operador está bien definido.

Ahora, veamos que el operador está determinado únicamente por la información propocionada por
los operadores lineales en D1 −D5. En efecto, usando dos veces integración por partes en (3.1a),
para todo q ∈ Pk(K), se tiene que

AK∆(Πk,∆
K vh, q) = AK∆(vh, q)

=

∫
K
D2vh : D2q

=

∫
K

∆2q vh +

∫
∂K

(D2qneK) · ∇vh −
∫
∂K

vh
(
div(D2q)) · neK

)
,

(3.3)

dado que ∆2q ∈ Pk−4(K), entonces la primera integral de lado derecho de (3.3) es calculable usando
los valores del conjunto D5. Notemos que las integrales sobre la frontera de (3.3) solo dependen
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de los valores de vh y ∇vh sobre la frontera de K, los cuales son calculables usando los valores
de los conjuntos D1 −D4. Por otro lado, la parte del kernel (ver (3.1b)) es calculable usando la
información proporcionada por D1 −D2.

Veamos con más detalles el caso particular cuando k = 2. En efecto, usando (3.3) y el hecho de que
q ∈ P2(K) y por tanto ∆2q = 0 y div(D2q) · neK = 0 tenemos que:

AK∆(Πk,∆
K vh, q) =

∫
K

∆2q vh +

∫
∂K

(D2qneK) · ∇vh −
∫
∂K

vh
(
div(D2q)) · neK

)
=

∫
∂K

(D2qneK) · ∇vh

=
NK∑
i=1

∫
ei

(D2qnei) · ∇vh

=
NK∑
i=1

(∫
ei

(D2qnei · nei)∂nvh +

∫
ei

(D2qnei · tei)∂tvh
)
,

(3.4)

donde nei denota el vector normal unitario exterior al lado ei. Dado que ∂nvh ∈ P1(ei) podemos
usar la regla del trapecio (la cual es exacta para polinomios de grado 1) para obtener que∫

ei

(D2qnei · nei)∂nvh = (D2qnei · nei)
∫
ei

∂nvh

= (D2qnei · nei)
|ei|
2

(∂nvh(Vi) + ∂nvh(Vi+1)) .

(3.5)

Además, para cada i ∈ {1, . . . , NK} se tiene que∫
ei

(D2qnei · tei)∂tvh = −
∫
ei

∂t(D
2qnei · tei)vh + (D2qnei · tei)vh

∣∣
∂ei

= (D2qnei · tei)(vh(Vi+1)− vh(Vi)),

(3.6)

donde en la última igualdad hemos usado el hecho de que ∂t(D
2qnei · tei)vh = 0.

Reemplazando (3.5) y (3.6) en (3.4), se sigue que:

AK∆(Πk,∆
K vh, q) =

NK∑
i=1

(D2qnei · nei)
|ei|
2

(∂nvh(Vi) + ∂nvh(Vi+1))

+
NK∑
i=1

(D2qnei · tei)(vh(Vi+1)− vh(Vi)).

(3.7)

Observamos que (3.7) depende solo de los valores de vh y de ∇vh sobre la frontera de K. Concluimos
que para cada vh ∈ Ṽ k

h (K) (con k = 2), los valores de los operadores lineales en D1 y D2 son

suficientes para definir vh y ∇vh sobre la frontera de K, de modo que el proyector Πk,∆
K está

determinado únicamente por la información proporcionada por los operadores en D1 y D2.
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Ahora, partiendo del espacio Ṽ k
h (K) y utilizando el operador Πk,∆

K definimos los espacios virtuales
locales.

Definición 3.2.1 Para cada K ∈ Th y para cada k ≥ 2, el espacio virtual local es definido como
sigue:

W k
h (K) :=

{
vh ∈ Ṽ k

h (K) :

∫
K
q` Πk,∆

K vh =

∫
K
q` vh, ` = k − 3, ` = k − 2

}
. (3.8)

En (3.8) q` son polinomios homogéneos de grado `, con la convención de que q−1 es el polinomio
nulo.

Dado que W k
h (K) ⊆ Ṽ k

h (K), el operador Πk,∆
K está bien definido sobre W k

h (K) y es determinado
usando únicamente los valores de los operadores en D1 − D5. Además, tenemos que Pk(K) ⊆
W k
h (K), lo cual garantiza buenas propiedades de aproximación para el espacio W k

h (K).

Tenemos el siguiente resultado que caracteriza los grados de libertad del espacio virtual local (ver
[3, 33]).

Lema 3.2.2 El conjunto de operadores D1 − D5 constituyen un conjunto de grados de libertad
para el espacio W k

h (K).

|

r

/r

−

Figura 3.1: Grados de libertad para k = 2 (izquierda) y grados de libertad para k = 3
(derecha). Denotamos a D1 con puntos, a D2 con ćırculos y a D4 con ĺıneas.

Ahora consideremos la proyección L2(K) sobre el espacio de polinomios Pk−2(K), la cual es deno-
tada por ΠK

k−2, para esta proyección tenemos el siguiente resultado:

Lema 3.2.3 El operador ΠK
k−2 : W k

h (K) → Pk−2(K) es calculable usando los grados de libertad
D1 −D5.

Demostración. Denotemos por P∗` (K) a los polinomios homogéneos de grado igual a ` definidos
sobre K, con esta notación tenemos que Pk−2(K) = Pk−4(K) ⊕ 〈P∗k−3(K) ∪ P∗k−2(K)〉. Entonces,
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usando la propiedad que aparece en la definición del espacio WK
h tenemos que la proyección ΠK

k−2

puede ser definida como sigue:

∫
K
qΠK

k−2vh :=


∫
K
q vh, ∀q ∈ Pk−4(K),∫

K
qΠk,∆

K vh, ∀q ∈ P∗k−3(K) ∪ P∗k−2(K).

(3.9)

Tenemos que la primera expresión del lado derecho de (3.9) es calculable usando la información del

grado de libertad D5, mientras que la segunda expresión depende del proyector Πk,∆
K y por tanto

es calculable usando los grados de libertad D1 −D5 (ver Lema 3.2.1).

Consideremos el siguiente proyector sobre Pk(K): para cada vh ∈ W k
h (K) definimos Πk, curl

K :
W k
h (K)→ Pk(K), como la solución del problema∫

K
curl

(
Πk, curl
K vh

)
· curl q =

∫
K

curl vh · curl q ∀q ∈ Pk(K), (3.10a)

̂
Πk, curl
K vh = v̂h, (3.10b)

donde v̂h es definido en (3.2).

Lema 3.2.4 El operador Πk, curl
K : W k

h (K)→ Pk(K) es calculable usando los valores de los grados
de libertad D1 −D5.

Demostración. Usando integración por partes (ver (1.6)) en el lado derecho de (3.10a), para todo
q ∈ Pk(K) tenemos que∫

K
curl

(
Πk, curl
K vh

)
· curl q =

∫
K

curl vh · curl q

=

∫
K

rot (curl q) vh +

∫
∂K

vh(curl q · teK)

= −
∫
K

∆q vh +

∫
∂K

∂nq vh

= −
∫
K

∆qΠK
k−2vh +

∫
∂K

∂nq vh.

(3.11)

Tenemos que la primera integral de la última ecuación en (3.11) es calculable usando D1−D5, pues
depende solo de ΠK

k−2 (ver Lema 3.2.3), mientras que la integral sobre la frontera solo depende de
los valores de vh sobre la frontera de K, los cuales son calculables usando los grados de libertad D1,
D3 y D5. Por otro lado, la parte del kernel (ver (3.10b)) es calculable usando los grados de libertad

D1 −D4. De esta manera concluimos que el proyector Πk, curl
K es calculable usando la información

entregada por D1 −D5.

23



A continuación se definirá otro proyector importante en nuestro trabajo. Para k ≥ 2, consideremos
la siguiente proyección sobre [Pk−1(K)]2: definimos ΠK

k−1 : [L2(K)]2 → [Pk−1(K)]2, para cada
v ∈ [L2(K)]2 por:

∫
K

ΠK
k−1v · q =

∫
K
v · q ∀q ∈ [Pk−1(K)]2. (3.12)

Para ΠK
k−1 y para cada vh ∈W k

h (K) se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.2.5 Para todo vh ∈W k
h (K), el polinomio ΠK

k−1curl vh es calculable a partir de los grados
de libertad D1 −D5.

Demostración. Sea q ∈ [Pk−1(K)]2, entonces por definición de ΠK
k−1 e integración por partes

tenemos que ∫
K

ΠK
k−1curl vh · q =

∫
K

curl vh · q

=

∫
K
vh rot q +

∫
∂K

vh(q · teK)

=

∫
K

rot q ΠK
k−2vh +

∫
∂K

vh(q · teK).

El primer término del lado derecho en la igualdad anterior solo depende de ΠK
k−2vh y este depende

de los valores de los grados de libertad D1−D5 (ver Lema 3.2.3), el segundo término por su parte
puede ser calculado dado que q es un polinomio de grado k − 1 sobre cada lado y por tanto es
determinado usando los valores de D1 −D5.

La siguiente proposición contiene propiedades de estabilidad que involucran a los proyectores ΠK
k−1

y Πk, curl
K .

Proposición 3.2.1 Para cualquier v ∈W k
h (K) se tienen las siguientes propiedades:

|v −Πk, curl
K v|1,K ≤ |v|1,K , (3.13)

|v −Πk, curl
K v|1,K ≤ |v − vπ|1,K ∀vπ ∈ Pk(K), (3.14)

y ∥∥∥curl
(

Πk, curl
K v

)∥∥∥
0,K
≤
∥∥ΠK

k−1 (curl v)
∥∥

0,K
. (3.15)
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Demostración. Para demostrar (3.13), sea v ∈W k
h (K), entonces usando la definición de Πk, curl

K

y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que

|v −Πk, curl
K v|21,K =

∫
K

curl (v −Πk, curl
K v) · curl (v −Πk, curl

K v)

=

∫
K

curl (v −Πk, curl
K v) · curl v −

∫
K

curl (v −Πk, curl
K v) · curl (Πk, curl

K v)

=

∫
K

curl (v −Πk, curl
K v) · curl v

≤ ‖curl (v −Πk, curl
K v)‖0,K‖curl v‖0,K

≤ C|v −Πk, curl
K v|1,K |v|1,K .

Por tanto,
|v −Πk, curl

K v|1,K ≤ C|v|1,K ∀v ∈W k
h (K).

Por otra parte, a partir (3.10a), para todo v ∈W k
h (K) se verifica que

|v −Πk, curl
K v|1,K ≤ |v − vπ|1,K ∀vπ ∈ Pk(K).

Finalmente, para cualquier v ∈W k
h (K) tenemos que curl

(
Πk, curl
K v

)
∈ Pk−1(K), entonces usando

la propiedad de ortogonalidad de los operadores Πk, curl
K y ΠK

k−1, se sigue que∥∥∥curl
(

Πk, curl
K v

)∥∥∥2

0,K
=

∫
K

curl
(

Πk, curl
K v

)
· curl

(
Πk, curl
K v

)
=

∫
K

curl v · curl
(

Πk, curl
K v

)
=

∫
K

ΠK
k−1curl v · curl

(
Πk, curl
K v

)
≤ ‖ΠK

k−1 (curl v) ‖0,K
∥∥∥curl

(
Πk, curl
K v

)∥∥∥
0,K

.

De modo que ∥∥∥curl
(

Πk, curl
K v

)∥∥∥
0,K
≤
∥∥ΠK

k−1 (curl v)
∥∥

0,K
∀v ∈W k

h (K).

Ahora introduciremos el espacio global discreto virtual para aproximar la función de corriente del
Problema de Brinkman. Para cada descomposición Th de Ω en poĺıgonos simples K, definimos el
espacio virtual global:

Wh := {vh ∈ H2
0 (Ω) : vh|K ∈W

k
h (K)}.

En la siguiente sección continuamos con la construcción de la formas bilineales discretas y el lado
derecho de nuestro esquema discreto.
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3.3. Construcción de las formas bilineales y del lado

derecho

Consideremos cualquier par de formas bilineales simétricas definidas positivas y calculables: sKcurl (·, ·)
y sK∆(·, ·) tales que

c0A
K
curl (vh, vh) ≤ sKcurl (vh, vh) ≤ c1A

K
curl (vh, vh) ∀vh ∈W k

h (K) con Πk, curl
K vh = 0, (3.16)

c2A
K
∆(vh, vh) ≤ sK∆(vh, vh) ≤ c3A

K
∆(vh, vh) ∀vh ∈W k

h (K) con Πk,∆
K vh = 0, (3.17)

donde c0, c1, c2, c3 son constantes positivas independientes de hK . Una elección para las formas
bilineales sKcurl (·, ·) y sK∆(·, ·) se hará en el Caṕıtulo 5.

Entonces, sobre cada elemento K definimos las siguientes formas bilineales locales discretas:

Ah,Kcurl (vh, wh) :=

∫
K
K−1ΠK

k−1curlvh ·ΠK
k−1curlwh + sKcurl (vh −Πk, curl

K vh, wh −Πk, curl
K wh),

(3.18)

Ah,K∆ (vh, wh) := AK∆

(
Πk,∆
K vh,Π

k,∆
K wh

)
+ sK∆(vh −Πk,∆

K vh, wh −Πk,∆
K wh). (3.19)

El siguiente lema establece la k-consistencia de la forma bilineal Ah,K∆ (·, ·) y estabilidad de Ah,K∆ (·, ·)
y Ah,Kcurl (·, ·).

Lema 3.3.1 Las formas bilineales locales Ah,Kcurl (·, ·) y Ah,K∆ (·, ·) sobre cada K ∈ Th satisfacen las
siguientes propiedades:

k-consistencia: para cada h > 0 y para cada K ∈ Th, se tiene que

Ah,K∆ (q, vh) = AK∆(q, vh) ∀q ∈ Pk(K), k ≥ 2, ∀vh ∈W k
h (K). (3.20)

Estabilidad: existen constantes positivas α1, α2, α3 y α4, independientes de hK y K, tales que

α1A
K
curl (vh, vh) ≤ Ah,Kcurl (vh, vh) ≤ α2A

K
curl (vh, vh) ∀vh ∈W k

h (K), (3.21)

α3A
K
∆(vh, vh) ≤ Ah,K∆ (vh, vh) ≤ α4A

K
∆(vh, vh) ∀vh ∈W k

h (K). (3.22)

Demostración. Iniciamos demostrando (3.20), para esto consideremos q ∈ Pk(K), entonces por

definición del proyector Πk,∆
K , se tiene que Πk,∆

K q = q y por lo tanto:

sK∆(q −Πk,∆
K q, vh −Πk,∆

K vh) = 0 ∀vh ∈W k
h (K),
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de modo que para todo vh ∈WK
h tenemos:

Ah,K∆ (q, vh) = AK∆

(
Πk,∆
K q,Πk,∆

K vh

)
+ sK∆(q −Πk,∆

K q, vh −Πk,∆
K vh)

= AK∆

(
q,Πk,∆

K vh

)
= AK∆(q, vh),

donde hemos utilizado en la última igualdad la definición del proyector Πk,∆
K (ver (3.1a)).

Mostremos ahora (3.21). Sea vh ∈ W k
h (K), utilizando (3.16), la desigualdad de Cauchy-Schwarz,

(3.13) y (2.1) tenemos que

sKcurl (vh −Πk, curl
K vh, vh −Πk, curl

K vh) ≤ c1A
K
curl(vh −Πk, curl

K vh, vh −Πk, curl
K vh)

≤ c1λ2|vh −Πk, curl
K vh|21,K

≤ c1λ2|vh|21,K

=
c1λ2

λ1

∫
K
λ1curl vh · curl vh

≤ c1λ2

λ1

∫
K
K−1curl vh · curl vh,

de donde

sKcurl (vh −Πk, curl
K vh, vh −Πk, curl

K vh) ≤ c1λ2

λ1
AKcurl (vh, vh). (3.23)

Por otro lado, usando propiedades de estabilidad del proyector ΠK
k−1 tenemos que

‖ΠK
k−1curl vh‖20,K ≤ ‖curl vh‖20,K

=

∫
K

curl vh · curl vh

=
1

λ1

∫
K
λ1curl vh · curl vh

≤ 1

λ1

∫
K
K−1curl vh · curl vh,

donde en la última desigualdad hemos usado (2.1). De lo anterior tenemos que

‖ΠK
k−1curl vh‖20,K ≤

1

λ1
AKcurl (vh, vh). (3.24)

Aśı, haciendo uso de (2.1), (3.24) y (3.23) tenemos que

Ah,Kcurl(vh, vh) =

∫
K
K−1 ΠK

k−1curl vh ·ΠK
k−1curl vh + sKcurl (vh −Πk, curl

K vh, vh −Πk, curl
K vh)

≤ λ2‖ΠK
k−1curl vh‖20,K + sKcurl (vh −Πk, curl

K vh, vh −Πk, curl
K vh)

≤ λ2

λ1
AKcurl(vh, vh) +

c1λ2

λ1
AKcurl(vh, vh)

≤ α2A
K
curl(vh, vh),
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donde α2 := máx
{
λ2
λ1
, c1λ2λ1

}
= λ2

λ1
máx{1, c1} > 0.

Ahora bien, de la definición de las formas bilineales AKcurl (·, ·), A
h,K
curl(·, ·) y sKcurl (·, ·), junto con

(2.1), (3.15) y (3.16), tenemos que

Ah,Kcurl(vh, vh)

=

∫
K
K−1 ΠK

k−1curl vh ·ΠK
k−1curl vh + sKcurl

(
vh −Πk, curl

K vh, vh −Πk, curl
K vh

)
≥ λ1

∥∥ΠK
k−1(curl vh)

∥∥2

0,K
+ sKcurl

(
vh −Πk, curl

K vh, vh −Πk, curl
K vh

)
≥ λ1

∥∥∥curl
(

Πk, curl
K vh

)∥∥∥2

0,K
+ c0A

K
curl

(
vh −Πk, curl

K vh, vh −Πk, curl
K vh

)
≥ λ1A

K
curl

(
Πk, curl
K vh,Π

k, curl
K vh

)
+ c0A

K
curl

(
vh −Πk, curl

K vh, vh −Πk, curl
K vh

)
≥ mı́n{λ1, c0}

(
AKcurl

(
Πk, curl
K vh,Π

k, curl
K vh

)
+AKcurl

(
vh −Πk, curl

K vh, vh −Πk, curl
K vh

))
= α1A

K
curl(vh, vh),

donde α1 := mı́n{λ1, c0} > 0. De modo que

α1A
K
curl (vh, vh) ≤ Ah,Kcurl (vh, vh) ≤ α2A

K
curl (vh, vh).

Para mostrar (3.22) notemos que por (3.17)

Ah,K∆ (vh, vh) = AK∆(Πk,∆
K vh,Π

k,∆
K vh) + sK∆(vh −Πk,∆

K vh, vh −Πk,∆
K vh)

≤ AK∆(Πk,∆
K vh,Π

k,∆
K vh) + c3A

K
∆(vh −Πk,∆

K vh, vh −Πk,∆
K vh)

≤ máx{1, c3}
(
AK∆(Πk,∆

K vh,Π
k,∆
K vh) +AK∆(vh −Πk,∆

K vh, vh −Πk,∆
K vh)

)
= α4A

K
∆(vh, vh),

donde α4 := máx{1, c3} > 0, De manera análoga, usando nuevamente (3.17), se tiene que

Ah,K∆ (vh, vh) ≥ mı́n{1, c2}
(
AK∆(Πk,∆

K vh,Π
k,∆
K vh) +AK∆(vh −Πk,∆

K vh, vh −Πk,∆
K vh)

)
= α3A

K
∆(vh, vh),

donde α3 := mı́n{1, c2} > 0.

Dado que K−1 es un tensor general, la forma bilineal Ah,Kcurl(·, ·) no satisface la propiedad de con-
sistencia. Sin embargo, para esta forma bilineal tenemos un resultado alternativo, el cual consiste
en estimar la diferencia entre la forma bilineal continua y la discreta. Antes de esto establecemos
el siguiente lema preliminar.

Lema 3.3.2 Sean k ≥ 2, K ∈ Th y T un tensor simétrico, suficientemente regular definido sobre
K, sean además p y q campos vectoriales suficientemente regulares definidos sobre K. Entonces,

(Tp,q)0,K −
(
TΠK

k−1p,Π
K
k−1q

)
0,K
≤ ‖Tp−ΠK

k−1(Tp)‖0,K‖q−ΠK
k−1q‖0,K

+ ‖Tq−ΠK
k−1(Tq)‖0,K‖p−ΠK

k−1p‖0,K
+ CT‖p−ΠK

k−1p‖0,K‖q−ΠK
k−1q‖0,K ,
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donde CT > 0 es una constante que depende solo del tensor T.

Demostración. Por simplicidad, consideremos la siguiente notación p := ΠK
k−1p, q := ΠK

k−1q.
Entonces, usando la simétria de T, sumando y restando términos adecuados y usando la ortogona-
lidad de la proyección ΠK

k−1, tenemos que

(Tp,q)0,K − (Tp,q)0,K

= (Tp,q)0,K − (p,Tq)0,K

= (Tp,q)0,K − (Tp,q)0,K + (Tp,q)0,K − (p,Tq)0,K

= (Tp,q)0,K − (Tp,q)0,K + (p,Tq)0,K − (p,Tq)0,K

= (Tp,q− q)0,K + (p− p,Tq)0,K

= (Tp,q− q)0,K −
(
Tp,q− q

)
0,K

+ (p− p,Tq)0,K −
(
p− p,Tq

)
0,K

=
(
Tp− Tp,q− q

)
0,K

+
(
p− p,Tq− Tq

)
0,K

=
(
Tp− Tp,q− q

)
0,K

+
(
p− p,Tq− Tq− Tq + Tq

)
0,K

=
(
Tp− Tp,q− q

)
0,K

+
(
p− p,Tq− Tq

)
0,K
− (p− p,T(q− q))0,K ,

el resultado de sigue de la desigualdad de Cauchy-Schwarz con CT = ‖T‖L∞(K)2×2 .

El siguiente resultado se tiene inmediatamente gracias a una aplicación directa del Lema 3.3.2.

Lema 3.3.3 Para todo K ∈ Th y para todo uh, vh ∈W k
h (K), tenemos

AKcurl (uh, vh)−Ah,Kcurl (uh, vh)

≤
∥∥K−1 curluh −ΠK

k−1(K−1curluh)
∥∥

0,K

∥∥curl vh −ΠK
k−1curl vh

∥∥
0,K

+
∥∥K−1 curl vh −ΠK

k−1(K−1curl vh)
∥∥

0,K

∥∥curluh −ΠK
k−1curluh

∥∥
0,K

+ CK
∥∥curluh −ΠK

k−1curl vh
∥∥

0,K

∥∥curluh −ΠK
k−1curluh

∥∥
0,K

+ sKcurl (uh −Πk, curl
K uh, vh −Πk, curl

K vh),

donde CK > 0 es una constante que depende del tensor K−1.

Continuamos con la construcción de la forma bilineal discreta. Consideremos la forma bilineal
Ah : Wh ×Wh → R, definida por:

Ah(vh, wh) :=
∑
K∈Th

Ah,K(vh, wh) ∀vh, wh ∈Wh, (3.25)

donde las formas bilineales locales Ah,K : W k
h (K)×W k

h (K)→ R, están definidas por:

Ah,K(vh, wh) := Ah,Kcurl(vh, wh) + ν Ah,K∆ (vh, wh) ∀vh, wh ∈W k
h (K), (3.26)

donde Ah,Kcurl(·, ·) y Ah,K∆ (·, ·) fueron definidas en (3.18) y (3.19), respectivamente. Para la forma
bilineal Ah,K(·, ·) tenemos el siguiente resultado:
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Proposición 3.3.1 La forma bilineal Ah,K(·, ·) definida en (3.26) cumple la siguiente propiedad:

Estabilidad: existen constantes positivas α5, α6, independientes de hK y de K, tales que

α5A
K(wh, wh) ≤ Ah,K(wh, wh) ≤ α6A

K(wh, wh) ∀wh ∈W k
h (K). (3.27)

Demostración. Usando la definición de Ah,K(·, ·) y la estabilidad de las formas bilineales Ah,Kcurl(·, ·)
y Ah,K∆ (·, ·) (ver (3.21) y (3.22)) se sigue que

Ah,K(wh, wh) = Ah,Kcurl(wh, wh) + ν Ah,K∆ (wh, wh)

≤ α2A
K
curl(wh, wh) + α4A

K
∆(wh, wh)

≤ máx {α2, α4}
(
AKcurl(wh, wh) + ν AK∆(wh, wh)

)
= α6A

K(wh, wh).

Similarmente tenemos que

Ah,K(wh, wh) = Ah,Kcurl(wh, wh) + ν Ah,K∆ (wh, wh)

≥ α1A
K
curl(wh, wh) + α3 ν A

K
∆(wh, wh)

≥ mı́n {α1, α3}
(
AKcurl(wh, wh) + ν AK∆(wh, wh)

)
= α5A

K(wh, wh),

lo que completa la demostración.

Seguimos con la construcción de una aproximación del funcional F (·) definido en (2.5). En efecto,
sobre cada K ∈ Th, definimos a fh como la proyección [L2(K)]2 de f sobre [Pk−1(K)]2 (k ≥ 2),
esto es,

fh|K := ΠK
k−1f ∀K ∈ Th.

Consideremos el funcional F h : Wh → R definido por

F h(vh) :=
∑
K∈Th

∫
K

ΠK
k−1f · curl vh ≡

∑
K∈Th

∫
K
f ·ΠK

k−1curl vh. (3.28)

Para mostrar la igualdad en (3.28), sumamos y restamos términos adecuados y utilizando la pro-
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piedad de ortogonalidad del proyector ΠK
k−1, se tienen las siguientes igualdades:∑

K∈Th

∫
K
fh · curl vh =

∑
K∈Th

∫
K

ΠK
k−1f · curl vh =

∑
K∈Th

(
ΠK
k−1f , curl vh

)
0,K

=
∑
K∈Th

(
ΠK
k−1f , curl vh −ΠK

k−1curl vh + ΠK
k−1curl vh

)
0,K

=
∑
K∈Th

[(
ΠK
k−1f , curl vh −ΠK

k−1curl vh
)

0,K
+
(
ΠK
k−1f ,Π

K
k−1curl vh

)
0,K

]
=
∑
K∈Th

(
ΠK
k−1f ,Π

K
k−1curl vh

)
0,K

=
∑
K∈Th

(
f + ΠK

k−1f − f ,ΠK
k−1curl vh

)
0,K

=
∑
K∈Th

[(
f ,ΠK

k−1curl vh
)

0,K
+
(
ΠK
k−1f − f ,ΠK

k−1curl vh
)

0,K

]
=
∑
K∈Th

(
f ,ΠK

k−1curl vh
)

0,K
=
∑
K∈Th

∫
K
f ·ΠK

k−1curl vh,

en donde se ha utilizado el hecho que ΠK
k−1f y ΠK

k−1curl vh son elementos de [Pk−1(K)]2.

Notemos que F h(·) es calculable utilizando los grados de libertad propuestos, pues ΠK
k−1 lo es.

Observación 3.3.1 Si f es más regular, notamos que mediante una simple integración por partes
en (2.5) tenemos que (f , curl v)0,Ω = (rotf , v)0,Ω =: F̃ (v) ∀v ∈ H2

0 (Ω). De modo que podemos
considerar un lado derecho alternativo: para cada K ∈ Th y para cada k ≥ 2, definimos

F̃ h,K(vh) :=

∫
K

ΠK
k−2(rotf) vh ≡

∫
K

rotf ΠK
k−2vh ∀vh ∈W k

h (K).

Globalmente consideramos el siguiente lado derecho alternativo: F̃ h : Wh → R es definido por

F̃ h(vh) :=
∑
K∈Th

F̃ h,K(vh) ∀vh ∈Wh. (3.29)

Notemos que F̃ h(·) es calculable a partir de los grados de libertad propuestos, pues ΠK
k−2 lo es.

3.4. Problema discreto

En esta sección presentaremos el esquema discreto asociado al Problema 2.2.2 y mostraremos
existencia y unicidad del esquema.

Problema 3.4.1 (Problema Discreto) Hallar ψh ∈Wh ⊆ H2
0 (Ω), tal que

Ah(ψh, ϕh) = F h(ϕh) ∀ϕh ∈Wh,

donde Ah(·, ·) es la forma bilineal definida en (3.25) y F h(·) es el funcional definido en (3.28).
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Observemos que usando (3.27) la forma bilineal Ah(·, ·) es acotada. Más aún, como se muestra en
el siguiente lema, ella es una forma bilineal uniformemente eĺıptica.

Lema 3.4.1 Existe una constante α̃ > 0 tal que

Ah(vh, vh) ≥ α̃‖vh‖22,Ω ∀vh ∈Wh.

Demostración. A partir de (3.27) y el Lema 2.2.1, para todo vh ∈Wh tenemos que,

Ah(vh, vh) =
∑
K∈Th

Ah,K(vh, vh) ≥ α5

∑
K∈Th

AK(vh, vh) = α5A(vh, vh) ≥ α5α0‖vh‖22,Ω,

de donde
Ah(vh, vh) ≥ α̃‖vh‖22,Ω ∀vh ∈Wh,

con α̃ = α5α0 > 0.

El siguiente teorema establece existencia y unicidad de solución del Problema discreto 3.4.1.

Teorema 3.4.1 El Problema 3.4.1 tiene solución única ψh ∈ Wh ⊆ H2
0 (Ω) que satisface la si-

guiente depedencia continua de los datos:

‖ψh‖2,Ω ≤ C‖f‖0,Ω,

con C > 0, independiente de h.

Demostración. Usando la simetŕıa y estabilidad de las formas bilineales Ah,K(·, ·) (ver Teorema
3.3.1) y la continuidad de AK(·, ·), para cada K ∈ Th tenemos que

Ah,K(vh, wh) ≤ (Ah,K(vh, vh))1/2(Ah,K(wh, wh))1/2

≤ α6(AK(vh, vh))1/2(AK(wh, wh))1/2

≤ Cα6‖vh‖2,K‖wh‖2,K ∀vh, wh ∈WK
h .

Por lo tanto,
|Ah(vh, wh)| ≤ C‖vh‖2,Ω‖wh‖2,Ω ∀vh, wh ∈Wh.

Ahora bien, dado que F h(·) es un funcional lineal y acotado de H2
0 (Ω), por una aplicación directa

del Lema de Lax-Milgram concluimos que existe una única ψh ∈ Wh, solución del Problema 3.4.1
que satisface la siguiente estimación:

‖ψh‖2,Ω ≤ C‖f‖0,Ω,

con C > 0, independiente de h.

Observación 3.4.1 Notemos que el Problema 3.4.1 también tiene única solución si consideramos
como lado derecho al funcional F̃ h(·) definido en (3.29). Esto se debe a que F̃ h(·) es también un
funcional lineal y acotado de H2

0 (Ω).
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Caṕıtulo 4

Estimaciones de Error

En este caṕıtulo estableceremos convergencia y estimaciones de error en norma H2 para la dis-
cretización propuesta. Usando argumentos de dualidad establecemos estimaciones de error para la
función de corriente en normas H1 y L2. Recuperamos el campo de velocidad del fluido, mediante
un post-proceso de la función de corriente. Para k = 3, presentamos una estrategia para recuperar
la presión del fluido a través de un problema de Poisson generalizado. Finalmente, establecemos
estimaciones de error en norma H1 para la presión.

4.1. Convergencia

Iniciamos esta sección con resultados conocidos de aproximación sobre poĺıgonos estrellados, el cual
es derivado por interpolación entre espacios de Sobolev (ver, por ejemplo, [36, Teorema I.1.4]). El
siguiente resultado se establece en la Proposición 4.2 de [5] para valores enteros de δ y usando la
teoŕıa clásica de Scott-Dupont (ver, por ejemplo, [21] y [3, Proposición 3.1]) podemos escribirlo
como sigue:

Proposición 4.1.1 Si la suposición A1 se satisface (ver Sección 3.1), entonces existe una cons-
tante positiva C, independiente de hK , tal que para cada v ∈ Hδ(K) existe vπ ∈ Pk(K), k ≥ 0 tal
que

|v − vπ|`,K ≤ Chδ−`K |v|δ,K , 0 ≤ δ ≤ k + 1, ` = 0, 1, 2 . . . , [δ],

donde [δ] denota el mayor entero menor o igual que δ ∈ R.

A continuación, se presenta un resultado de aproximación para el proyector ΠK
k−1 que será muy

útil en el próximo análisis.

Proposición 4.1.2 Existe una constante C > 0, independiente de hK , tal que para todo v ∈
[Hδ(K)]2

‖v −ΠK
k−1v‖0,K ≤ ChδK |v|δ,K 0 ≤ δ ≤ k, k ≥ 2.
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Ahora presentamos un resultado de interpolación en el espacio virtual Wh (ver [24, 3, 16]).

Proposición 4.1.3 Si las suposiciones A1 −A2 se satisfacen (ver Sección 3.1), entonces existe
una constante C > 0, independiente de h, tal que para cada para cada v ∈ Hδ(Ω), existe vI ∈ Wh

que satisface

‖v − vI‖`,Ω ≤ Chδ−`|v|δ,Ω, ` = 0, 1, 2, 2 ≤ δ ≤ k + 1, k ≥ 2.

En W ′h definimos la siguiente norma:

‖F − F h‖W ′h := sup
vh∈Wh
vh 6= 0

|F (vh)− F h(vh)|
‖vh‖2,Ω

.

Para cada entero ` ≥ 0 introducimos la semi-norma H`(Th):

|v|`,h :=

∑
K∈Th

|v|2`,K

1/2

,

definida para cada v ∈ L2(Ω) tal que v|K ∈ H`(K) para todo poĺıgono K ∈ Th.

Proposición 4.1.4 Sean k ≥ 2 y f ∈ [L2(Ω)]2 tal que f |K ∈ [Hk−2(K)]2, para cada K ∈ Th.
Sean F (·) y F h(·) los funcionales definidos en (2.5) y (3.28), respectivamente. Entonces, tenemos
la siguiente estimación:

‖F − F h‖W ′h ≤ Ch
k−1|f |k−2,h.

Demostración. Sea vh ∈ Wh, entonces usando la definición de F (·) y F h(·) (ver (2.5) y (3.28),
respectivamente) y la propiedad de ortogonalidad de ΠK

k−1 tenemos que

F (vh)− F h(vh) =
∑
K∈Th

∫
K

(
f −ΠK

k−1f
)
· curl vh

=
∑
K∈Th

∫
K

(
f −ΠK

k−1f
)
·
(
curl vh −ΠK

k−1curl vh
)
.

Ahora, usando lo anterior, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la Proposición 4.1.2, si k ≥ 2
tenemos que

|F (vh)− F h(vh)| ≤
∑
K∈Th

‖f −ΠK
k−1f‖0,K

∥∥curl vh −ΠK
k−1curl vh

∥∥
0,K

≤ C
∑
K∈Th

hk−2
K |f |k−2,KhK |curl vh|1,K

≤ Chk−1|f |k−2,h‖vh‖2,Ω.
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Por lo tanto,
‖F − F h‖W ′h ≤ Ch

k−1|f |k−2,h.

Con las definiciones anteriores y haciendo uso de la Proposición 4.1.2, tenemos el siguiente resultado:

Lema 4.1.1 Sea k ≥ 2 y sean ψ y ψh, las únicas soluciones de los Problemas 2.2.2 y 3.4.1,
respectivamente. Entonces, existen s > 1/2 y C > 0, independiente de h, tal que

‖ψ − ψh‖2,Ω

≤ C
(
‖F − F h‖W ′h + ‖ψ − ψI‖2,Ω + |ψ − ψπ|1,h + |ψ − ψπ|2,h + hmı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,Ω

)
,

para todo ψI ∈Wh y para todo ψπ ∈ L2(Ω) tal que ψπ|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ Th.

Demostración. Para todo ψI ∈Wh, consideremos vh := ψh − ψI . Entonces,

‖ψ − ψh‖2,Ω ≤ ‖ψ − ψI‖2,Ω + ‖vh‖2,Ω. (4.1)

Usando el Lema 3.4.1, sumando y restando el término A(ψ, vh) y usando la definición de los pro-
blemas continuo y discreto (ver Problemas 2.2.2 y 3.4.1, respectivamente) tenemos que

α̃‖vh‖22,Ω ≤Ah(vh, vh)

= Ah(ψh, vh)−Ah(ψI , vh)

= F h(vh)−Ah(ψI , vh)

= F h(vh)−A(ψ, vh) +A(ψ, vh)−Ah(ψI , vh)

= F h(vh)− F (vh) +A(ψ, vh)−Ah(ψI , vh)

= F h(vh)− F (vh) +
∑
K∈Th

{
νAK∆(ψ, vh) +AKcurl(ψ, vh)

}
−
∑
K∈Th

{
νAh,K∆ (ψI , vh) +Ah,Kcurl(ψI , vh)

}
.

(4.2)

Ahora, sumando y restando ψπ ∈ L2(Ω) tal que ψπ|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ Th, k ≥ 2, en el último

término de la igualdad anterior y usando la consistencia de la forma bilineal Ah,K∆ (·, ·) (ver (3.20))
se tiene que ∑

K∈Th

{
νAh,K∆ (ψI , vh) +Ah,Kcurl(ψI , vh)

}
=
∑
K∈Th

{
νAh,K∆ (ψI − ψπ, vh) + νAh,K∆ (ψπ, vh) +Ah,Kcurl(ψI , vh)

}
=
∑
K∈Th

{
νAh,K∆ (ψI − ψπ, vh) + νAK∆(ψπ, vh) +Ah,Kcurl(ψI , vh)

}
,

(4.3)
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de (4.2) y (4.3) se obtiene que

α̃‖vh‖22,Ω ≤ F h(vh)− F (vh) +
∑
K∈Th

{
νAK∆(ψ, vh) +AKcurl(ψ, vh)

}
−
∑
K∈Th

{
νAh,K∆ (ψI − ψπ, vh) + νAK∆(ψπ, vh) +Ah,Kcurl(ψI , vh)

}
.

(4.4)

Finalmente, asociando términos de manera adecuada en (4.4) y usando la bilinealidad de AK∆(·, ·),
se tiene que

α̃‖vh‖22,Ω ≤ F h(vh)− F (vh) +
∑
K∈Th

{
νAK∆(ψ − ψπ, vh)− νAh,K∆ (ψI − ψπ, vh)

}
+
∑
K∈Th

{
AKcurl(ψ, vh)−Ah,Kcurl(ψI , vh)

}
,

≤ ‖F h − F‖W ′h‖vh‖2,Ω +
∑
K∈Th

ν
{
AK∆(ψ − ψπ, vh) +Ah,K∆ (ψI − ψπ, vh)

}
+
∑
K∈Th

{
AKcurl(ψ, vh)−Ah,Kcurl(ψI , vh)

}
.

(4.5)

Ahora estimaremos los últimos dos términos de (4.5). En efecto, usando el acotamiento de la formas

bilineales AK∆(·, ·) y Ah,K∆ (·, ·) tenemos que

ν
{
AK∆(ψ − ψπ, vh) +Ah,K∆ (ψI − ψπ, vh)

}
≤ C|ψ − ψπ|2,K |vh|2,K + |ψI − ψπ|2,K |vh|2,K

≤ C (|ψ − ψπ|2,K + |ψ − ψI |2,K) |vh|2,K .
(4.6)

Por otro lado, sumando y restando el término AKcurl(ψI , vh), usando la bilinealidad de AKcurl(·, ·),
tenemos que

AKcurl(ψ, vh)−Ah,Kcurl(ψI , vh)

= AKcurl(ψ, vh)−AKcurl(ψI , vh) +AKcurl(ψI , vh)−Ah,Kcurl(ψI , vh)

= AKcurl(ψ − ψI , vh) +
{
AKcurl(ψI , vh)−Ah,Kcurl(ψI , vh)

}
.

(4.7)

Usando la continuidad de AKcurl(·, ·) se tiene que

AKcurl(ψ − ψI , vh) ≤ C|ψ − ψI |1,K |vh|1,K ≤ C‖ψ − ψI‖2,K‖vh‖2,K . (4.8)

Ahora, usando el Lema 3.3.3 se tiene que

AKcurl (ψI , vh)−Ah,Kcurl (ψI , vh)

≤
∥∥K−1 curlψI −ΠK

k−1(K−1curlψI)
∥∥

0,K

∥∥curl vh −ΠK
k−1curl vh

∥∥
0,K

+
∥∥K−1 curl vh −ΠK

k−1(K−1curl vh)
∥∥

0,K

∥∥curlψI −ΠK
k−1curlψI

∥∥
0,K

+ C
∥∥curlψI −ΠK

k−1curlψI
∥∥

0,K

∥∥curl vh −ΠK
k−1curlvh

∥∥
0,K

+ sKcurl(ψI −Πk, curl
K ψI , vh −Πk, curl

K vh).

(4.9)
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Para el primer término del lado derecho de (4.9) sumamos y restamos las expresiones K−1 curlψ y
ΠK
k−1(K−1curlψ), usamos desigualdad triangular, propiedades de estabilidad del proyector ΠK

k−1

y la estimación de la Proposición 4.1.2 para obtener

‖K−1 curlψI −ΠK
k−1(K−1curlψI)‖0,K

≤‖K−1 curlψI −K−1 curlψ‖0,K + ‖K−1 curlψ −ΠK
k−1(K−1curlψ)‖0,K

+ ‖ΠK
k−1(K−1curlψ)−ΠK

k−1(K−1curlψI)‖0,K
≤‖K−1curl (ψI − ψ)‖0,K + ‖K−1 curlψ −ΠK

k−1(K−1curlψ)‖0,K
+ ‖ΠK

k−1(K−1(curl (ψ − ψI))‖0,K
≤C|ψI − ψ|1,K + Ch

mı́n{1+s,k}
K |curlψ|1+s,K + C|ψ − ψI |1,K

≤C
(
‖ψ − ψI‖2,K + h

mı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K

)
.

(4.10)

Además, usando la Proposición 4.1.2 tenemos que∥∥curl vh −ΠK
k−1curl vh

∥∥
0,K
≤ ChK |vh|2,K , (4.11)

de las desigualdades (4.10) y (4.11) se tiene la siguiente estimación para el primer término de (4.9)

‖K−1 curlψI −ΠK
k−1(K−1curlψI)‖0,K

∥∥curl vh −ΠK
k−1curl vh

∥∥
0,K

≤ C
(
‖ψ − ψI‖2,K + h

mı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K

)
hK |vh|2,K .

(4.12)

De manera análoga a como se procedió en (4.10) obtenemos que

‖curlψI −ΠK
k−1(curlψI)‖0,K ≤ C

(
‖ψ − ψI‖2,K + h

mı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K

)
(4.13)

y usando nuevamente la Proposición 4.1.2 se sigue que∥∥K−1curl vh −ΠK
k−1(K−1curl vh)

∥∥
0,K
≤ ChK |vh|2,K . (4.14)

Por lo tanto de las desigualdades (4.13) y (4.14) para el segundo término de (4.9) tenemos la
siguiente estimación:

‖K−1 curl vh −ΠK
k−1(K−1curl vh)‖0,K

∥∥curlψI −ΠK
k−1curlψI

∥∥
0,K

≤ C
(
‖ψ − ψI‖2,K + h

mı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K

)
hK |vh|2,K .

(4.15)

De manera similar a lo hecho en (4.12) y en (4.15) se obtiene la siguiente estimación para el tercer
término de (4.9)

‖curl vh −ΠK
k−1curl vh‖0,K

∥∥curlψI −ΠK
k−1curlψI

∥∥
0,K

≤ C
(
‖ψ − ψI‖2,K + h

mı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K

)
hK |vh|2,K .

(4.16)
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Finalmente, para el cuarto término, usando (3.16), la continuidad de la forma bilineal AKcurl (·, ·) y
(3.13) se obtiene que

sKcurl(ψI −Πk, curl
K ψI , vh −Πk, curl

K vh) ≤ c1A
K
curl(ψI −Πk, curl

K ψI , vh −Πk, curl
K vh)

≤ C|ψI −Πk, curl
K ψI |1,K |vh −Πk, curl

K vh|1,K
≤ C|ψI −Πk, curl

K ψI |1,K |vh|1,K
≤ C|ψI −Πk, curl

K ψI |1,K‖vh‖2,K .

(4.17)

Para estimar el término |ψI−Πk, curl
K ψI |1,K sumamos y restamos ψ y Πk, curl

K ψ, usamos desigualdad

triangular, la propiedad (3.14) y propiedades de estabilidad del operador Πk, curl
K ψ para obtener

|ψI −Πk, curl
K ψI |1,K

≤
(
|ψI − ψ|1,K + |ψ −Πk, curl

K ψ|1,K + |Πk, curl
K (ψ − ψI)|1,K

)
≤ (|ψI − ψ|1,K + |ψ − ψπ|1,K + C|ψ − ψI |1,K)

≤ C (‖ψ − ψI‖2,K + C|ψ − ψπ|1,K) .

(4.18)

De (4.17) y (4.18) se obtiene la siguiente estimación para el cuarto término de la desigualdad (4.9)

sKcurl(ψI −Πk, curl
K ψI , vh −Πk, curl

K vh) ≤ C (‖ψ − ψI‖2,K + C|ψ − ψπ|1,K) ‖vh‖2,K . (4.19)

Entonces, de las estimaciones (4.7), (4.8), (4.9), (4.12), (4.16) y (4.19) se obtiene que

AKcurl (ψ, vh)−Ah,Kcurl (ψI , vh) ≤ C
(
‖ψ − ψI‖2,K + |ψ − ψπ|1,K + hmı́n{1+s,k}|ψ|2+s

)
‖vh‖2,K .

(4.20)

Ahora bien, usando (4.5), (4.6) y (4.20) tenemos que

α̃‖vh‖22,Ω ≤‖F − F h‖W ′h‖vh‖2,Ω +
∑
K∈Th

C (|ψ − ψπ|2,K + ‖ψ − ψI‖2,K) ‖vh‖2,K

+
∑
K∈Th

C
(
‖ψ − ψI‖2,K + h

mı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K + |ψ − ψπ|1,K

)
‖vh‖2,K

≤ C‖F h − F‖W ′h‖vh‖2,Ω

+ C

∑
K∈Th

(
|ψ − ψπ|1,K + |ψ − ψπ|2,K + ‖ψ − ψI‖2,K + h

mı́n{1+s,k}
K ‖ψ‖2+s,K

)
‖vh‖2,K

 ,

aplicando desigualdad de Cauchy-Schwarz en el segundo término del lado derecho de la estimación
anterior obtenemos:

α̃‖vh‖22,Ω
≤ C

(
‖F − F h‖W ′h + ‖ψ − ψI‖2,Ω + |ψ − ψπ|1,h + |ψ − ψπ|2,h + hmı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,Ω

)
‖vh‖2,Ω.

(4.21)
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Por lo tanto, de (4.1) y (4.21) se tiene el resultado.

Tenemos el siguiente teorema de convergencia:

Teorema 4.1.1 Sea k ≥ 2 y f ∈ [L2(Ω)]2 tal que f ∈ [Hk−2(K)]2, ∀K ∈ Th. Sean ψ y ψh, las
únicas soluciones de los Problemas 2.2.2 y 3.4.1, respectivamente. Entonces, existen s > 1/2 y
C > 0 independiente de h, tal que

‖ψ − ψh‖2,Ω ≤ Chmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) .

Demostración. Dado k ≥ 2 y ψ ∈ H2+s(Ω), sean ψπ ∈ L2(Ω) tal que ψπ|K ∈ Pk(K) ∀K ∈ Th
y ψI ∈Wh tales que las Proposiciones 4.1.1 y 4.1.3 son ciertas. En particular,

‖ψ − ψI‖2,Ω ≤ Chmı́n{s,k−1}|ψ|2+s,Ω, (4.22)

y

|ψ − ψπ|1,K ≤ Chmı́n{s,k}
K |ψ|1+s,K |ψ − ψπ|2,K ≤ Chmı́n{s,k−1}

K |ψ|2+s,K (4.23)

Usando el Lema 4.1.1 junto con las desigualdades (4.22), (4.23) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz
en R2, se tiene que:

‖ψ − ψh‖2,Ω

≤ C
(
‖F − F h‖W ′h + ‖ψ − ψI‖2,Ω + |ψ − ψπ|1,h + |ψ − ψπ|2,h + hmı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,Ω

)
≤ C

‖F − F h‖W ′h + ‖ψ − ψI‖2,Ω +

∑
K∈Th

|ψ − ψπ|21,K

1/2

+

∑
K∈Th

|ψ − ψπ|22,K

1/2

+ hmı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,Ω


≤ C

‖F − F h‖W ′h + ‖ψ − ψI‖2,Ω +

∑
K∈Th

h
2 mı́n{s,k}
K |ψ|21+s,K

1/2

+

∑
K∈Th

h
2 mı́n{s,k−1}
K |ψ|22+s,K

1/2

+ hmı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,Ω


≤ C

(
Chk−1|f |k−2,h + Chmı́n{s,k−1}|ψ|2+s,Ω + Chmı́n{s,k}|ψ|1+s,Ω

+ Chmı́n{s,k−1}|ψ|2+s,Ω + Chmı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,Ω

)
≤ C

(
Chmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) + Chmı́n{s,k}‖ψ‖2+s,Ω + Chmı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,Ω

)
≤Chmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) ,

(4.24)

lo cual completa la demostración.
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4.2. Estimación en normas H1 y L2

En esta sección estableceremos estimaciones de error para la función de corriente en normas H1 y
L2 usando argumentos de dualidad.

El siguiente lema preliminar será muy útil para nuestro análisis.

Lema 4.2.1 Sea k ≥ 2 y sean uπ, vπ ∈ Pk(K). Entonces las formas bilineales Ah,K(·, ·), AK(·, ·) y
AKcurl(·, ·) satisfacen las siguientes propiedades:

Para todo K ∈ Th, se tiene

Ah,K(uh, vh)−AK(uh, vh)

= Ah,K(uh − uπ, vh)−AK(uh − uπ, vh)

+Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uπ, vh) ∀uh, vh ∈W k
h (K).

(4.25)

Para todo K ∈ Th, se tiene

Ah,K(uh, vh)−AK(uh, vh)

= Ah,K(uh, vh − vπ)−AK(uh, vh − vπ)

+Ah,Kcurl(uh, vπ)−AKcurl(uh, vπ) ∀uh, vh ∈W k
h (K).

(4.26)

Demostración. Mostraremos la propiedad (4.25). En efecto, sean uh, vh ∈ W k
h (K) y sea uπ ∈

Pk(K), k ≥ 2, entonces sumando y restando uπ, usando la definición de las formas bilineales

Ah,K(·, ·) y AK(·, ·) y luego usando la consistencia de Ah,K∆ (·, ·) tenemos que

Ah,K(uh, vh)−AK(uh, vh)

= Ah,K(uh − uπ, vh) +Ah,K(uπ, vh)−AK(uh, vh)

= Ah,K(uh − uπ, vh) +
{
νAh,K∆ (uπ, vh) +Ah,Kcurl(uπ, vh)

}
−
{
νAK∆(uh, vh) +AKcurl(uh, vh)

}
= Ah,K(uh − uπ, vh) +

{
νAK∆(uπ, vh) +Ah,Kcurl(uπ, vh)

}
−
{
νAK∆(uh, vh) +AKcurl(uh, vh)

}
= Ah,K(uh − uπ, vh) +

{
νAK∆(uπ, vh)− νAK∆(uh, vh)

}
+
{
Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uh, vh)

}
= Ah,K(uh − uπ, vh) + νAK∆(uπ − uh, vh)

+Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uh, vh),

(4.27)

donde hemos asociado términos de manera adecuada y usado la bilinealidad de Ah,K∆ (·, ·) en la dos
últimas igualdades. Ahora, sumando y restando el término AKcurl(uπ−uh, vh) y usando la definición
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de AK(·, ·) tenemos que la última igualdad (4.27) se convierte en

Ah,K(uh, vh)−AK(uh, vh)

= Ah,K(uh − uπ, vh) +
{
νAK∆(uπ − uh, vh) +AKcurl(uπ − uh, vh)

}
+Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uh, vh)−AKcurl(uπ − uh, vh)

= Ah,K(uh − uπ, vh) +AK(uπ − uh, vh)

+Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uh, vh)−AKcurl(uπ − uh, vh).

(4.28)

Finalmente, usando la bilinealidad de AKcurl(·, ·) para los últimos tres términos del lado derecho de
la igualdad de (4.28) se tiene que

Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uh, vh)−AKcurl(uπ − uh, vh)

= Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uh, vh)−AKcurl(uπ, vh) +AKcurl(uh, vh)

= Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uπ, vh).

(4.29)

Por lo tanto de (4.28) y (4.29) se sigue que

Ah,K(uh, vh)−AK(uh, vh)

= Ah,K(uh − uπ, vh)−AK(uh − uπ, vh)

+Ah,Kcurl(uπ, vh)−AKcurl(uπ, vh) ∀uh, vh ∈W k
h (K).

La segunda propiedad del lema es consecuencia de las igualdad anterior y de la simetŕıa de la formas
bilineales Ah,K(·, ·), AK(·, ·), Ah,Kcurl(·, ·) y AKcurl(·, ·).

El siguiente teorema establece una estimación del error para la función de corriente en norma H1.

Teorema 4.2.1 Sean k ≥ 2 y f ∈ [L2(Ω)]2 tal que f |K ∈ [Hk−2(K)]2, para cada K ∈ Th. Sean ψ
la única solución del Problema 2.2.2 y ψh la única solución del Problema 3.4.1. Entonces, existen
s̃ ∈ (1/2, 1], s > 1/2 y una constante C > 0, independiente de h, tal que

|ψ − ψh|1,Ω ≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) .

Demostración. Sea φ ∈ H2
0 (Ω) la única solución del siguiente problema variacional: hallar φ ∈

H2
0 (Ω) tal que

A(φ, v) = G(v) ∀v ∈ H2
0 (Ω), (4.30)

donde A(·, ·) es la forma bilineal definida en (2.4) y G(·) es el funcional definido por

G(v) :=

∫
Ω
∇(ψ − ψh) · ∇v ∀v ∈ H2

0 (Ω).

Dado que G ∈ H−1(Ω), por resultado de regularidad adicional (ver Teorema 2.2.2), existe s̃ ∈
(1/2, 1] tal que φ ∈ H2+s̃(Ω) y

‖φ‖2+s̃,Ω ≤ C‖G‖−1,Ω. (4.31)
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Ahora bien, integrando por partes y aplicando desigualdad de Cauchy-Schwarz tenemos que

‖G‖−1,Ω = sup
v∈H1

0 (Ω)
v 6= 0

(∇(ψ − ψh),∇v)0,Ω

‖v‖1,Ω

≤ sup
v∈H1

0 (Ω)
v 6= 0

|ψ − ψh|1,Ω‖∇v‖0,Ω
‖v‖1,Ω

≤ sup
v∈H1

0 (Ω)
v 6= 0

|ψ − ψh|1,Ω‖v‖1,Ω
‖v‖1,Ω

= |ψ − ψh|1,Ω,

(4.32)

de las desigualdades (4.31) y (4.32) se sigue que

‖φ‖2+s̃,Ω ≤ C|ψ − ψh|1,Ω. (4.33)

Ahora, tomando v = (ψ − ψh) ∈ H2
0 (Ω) como función test en (4.30), obtenemos

|ψ − ψh|21,Ω =

∫
Ω
∇(ψ − ψh) · ∇(ψ − ψh) = A(ψ − ψh, φ), (4.34)

donde hemos utilizado en la última igualdad la definición de la forma bilineal A(·, ·) junto con su
simétria.

Sea φI ∈Wh tal que el Lema 4.1.3 se satisface. En particular,

‖φ− φI‖2,Ω ≤ Chmı́n{s̃,k−1}‖φ‖2+s̃,Ω y ‖φ− φI‖1,Ω ≤ Chmı́n{1+s̃,k}‖φ‖2+s̃,Ω,

y dado que s̃ ∈ (1/2, 1] y k ≥ 2, entonces

‖φ− φI‖2,Ω ≤ Chs̃‖φ‖2+s̃,Ω y ‖φ− φI‖1,Ω ≤ Ch1+s̃‖φ‖2+s̃,Ω. (4.35)

Sumando y restando φI en el lado derecho de (4.34) y usando la definición del problema continuo
y discreto (ver 2.2.2 y 3.4.1, respectivamente), se tiene que

A(ψ − ψh, φ) = A(ψ − ψh, φ− φI) +A(ψ − ψh, φI)
= A(ψ − ψh, φ− φI) +A(ψ, φI)−A(ψh, φI)

= A(ψ − ψh, φ− φI) + F (φI)−A(ψh, φI)

= A(ψ − ψh, φ− φI) + F (φI)− F h(φI) + F h(φI)−A(ψh, φI)

= A(ψ − ψh, φ− φI) + [F (φI)− F h(φI)] + [Ah(ψh, φI)−A(ψh, φI)],

(4.36)

donde en la cuarta igualdad hemos sumado y restado el término F h(φI). De (4.34) y de (4.36) se
sigue que

|ψ − ψh|21,Ω = T1 + T2 + T3, (4.37)

donde

T1 := A(ψ − ψh, φ− φI), T2 := F (φI)− F h(φI) y T3 := Ah(ψh, φI)−A(ψh, φI).
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Para estimar el término T1 utilizamos la continuidad de la forma bilineal A(·, ·), el Teorema 4.1.1
y (4.35) como sigue

T1 = A(ψ − ψh, φ− φI)
≤ C‖ψ − ψh‖2,Ω‖φ− φI‖2,Ω
≤ Chmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω)hs̃‖φ‖2+s̃,Ω

usando (4.33) y lo anterior se obtiene

T1 ≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) |ψ − ψh|1,Ω. (4.38)

Para estimar T2 utilizamos la definición de los funcionales F h(·) y F (·), aplicamos la desigualdad
de Cauchy-Schwarz y la Proposición 4.1.2 como sigue:

F h(φI)− F (φI) =
∑
K∈Th

∫
K

(ΠK
k−1f − f) ·

(
ΠK
k−1curlφI − curlφI

)
≤
∑
K∈Th

‖f −ΠK
k−1f‖0,K

∥∥curlφI −ΠK
k−1curlφI

∥∥
0,K

≤
∑
K∈Th

hk−2
K |f |k−2,K

∥∥curlφI −ΠK
k−1curlφI

∥∥
0,K

.

(4.39)

Ahora estableceremos cotas para el término
∥∥curlφI −ΠK

k−1curlφI
∥∥

0,K
. En efecto, sumando y

restando curlφ y ΠK
k−1curlφ, usando la desigualdad triangular y propiedades de estabilidad del

proyector ΠK
k−1 junto con la estimación (4.35) y la Proposición 4.1.2 se tiene

‖curlφI −ΠK
k−1curlφI‖0,K

≤ ‖curlφI − curlφ‖0,K +
∥∥curlφ−ΠK

k−1curlφ
∥∥

0,K
+
∥∥ΠK

k−1(curl (φ− φI))
∥∥

0,K

≤ ‖curl (φI − φ)‖0,K +
∥∥curlφ−ΠK

k−1curlφ
∥∥

0,K
+ C ‖curl (φ− φI)‖0,K

≤ C‖φ− φI‖1,K +
∥∥curlφ−ΠK

k−1curlφ
∥∥

0,K

≤ C‖φ− φI‖1,K + Ch
mı́n{1+s̃,k}
K ‖curlφ‖1+s̃,K

≤ C‖φ− φI‖1,K + Ch1+s̃
K ‖φ‖2+s̃,K .

Ahora bien, usando lo anterior, (4.39) y aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para R2 se
sigue que

F h(φI)− F (φI) ≤ C
∑
K∈Th

hk−2
K |f |k−2,K

(
C‖φ− φI‖1,K + Ch1+s̃

K ‖φ‖2+s̃,K

)
≤ Chk−2|f |k−2,h

(
C‖φ− φI‖2,Ω + Ch1+s̃ ‖φ‖2+s̃,Ω

)
≤ Chk−2|f |k−2,h

(
Ch1+s̃‖φ‖2+s̃,Ω + Ch1+s̃ ‖φ‖2+s̃,Ω

)
≤ Chk−2|f |k−2,hCh

1+s̃‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Chs̃+(k−1)|f |k−2,h‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Chs̃+(k−1) (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) ‖φ‖2+s̃,Ω,

(4.40)
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donde hemos usado (4.35). Ahora bien, dado que mı́n{s, k − 1} ≤ k − 1 y 0 < h ≤ C ≤ 1 tenemos
que hk−1 ≤ hmı́n{s, k−1}, y por tanto hs̃+(k−1) ≤ hs̃+mı́n{s, k−1}. Entonces, de lo anterior y de (4.40)
se sigue que

T2 = F h(φI)− F (φI) ≤ Chs̃+(k−1) (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) ‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) ‖φ‖2+s̃,Ω.
(4.41)

De la desigualdad (4.41) y de la estimación (4.33) obtenemos

T2 ≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) |ψ − ψh|1,Ω. (4.42)

Continuamos con el término T3. Dados ψ ∈ H2+s(Ω) y φ ∈ H2+s̃(Ω) las únicas soluciones de los
Problemas 3.4.1 y (4.30), respectivamente. Sean ψπ, φπ ∈ Pk(K) tal que la Proposición 4.1.1 es
cierta. Entonces, usando la propiedad (4.25) con uh = ψh, vh = φI y uπ = ψπ, tenemos

T3 = Ah(ψh, φI)−A(ψh, φI)

=
∑
K∈Th

[Ah,K(ψh, φI)−AK(ψh, φI)]

=
∑
K∈Th

[Ah,K(ψh − ψπ, φI)−AK(ψh − ψπ, φI)]

+
∑
K∈Th

[Ah,Kcurl(ψπ, φI)−A
K
curl(ψπ, φI)].

(4.43)

Ahora, usando la propiedad (4.26) en el primer término del lado derecho de la última igualdad de
(4.43), con uh = ψh − ψπ, vh = φI y vπ = φπ, obtenemos∑

K∈Th

[Ah,K(ψh − ψπ, φI)−AK(ψh − ψπ, φI)]

=
∑
K∈Th

[Ah,K(ψh − ψπ, φI − φπ)−AK(ψh − ψπ, φI − φπ)]

+
∑
K∈Th

[Ah,Kcurl(ψh − ψπ, φπ)−AKcurl(ψh − ψπ, φπ)],

(4.44)

de (4.43) y (4.44), se sigue que

T3 =
∑
K∈Th

[Ah,K(ψh − ψπ, φI − φπ) +AK(ψπ − ψh, φI − φπ)]

+
∑
K∈Th

[Ah,Kcurl(ψh − ψπ, φπ)−AKcurl(ψh − ψπ, φπ)]

+
∑
K∈Th

[Ah,Kcurl(ψπ, φI)−A
K
curl(ψπ, φI)].

(4.45)
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A continuación estableceremos cotas para el primer término que conforma a T3. En efecto, usando
el acotamiento de las formas bilineales Ah,K(·, ·) y AK(·, ·) se tiene que∑

K∈Th

[Ah,K(ψh − ψπ, φI − φπ)−AK(ψh − ψπ, φI − φπ)]

≤
∑
K∈Th

C‖ψh − ψπ‖2,K‖φI − φπ‖2,K .
(4.46)

Usando la desigualdad triangular, para cada K ∈ Th se tiene que

‖ψh − ψπ‖2,K
≤ ‖ψh − ψ‖2,K + ‖ψ − ψπ‖2,K
= ‖ψh − ψ‖2,K + |ψ − ψπ|2,K + |ψ − ψπ|1,K + ‖ψ − ψπ‖0,K
≤ ‖ψ − ψh‖2,K + Ch

mı́n{s,k−1}
K ‖ψ‖2+s,K + Ch

mı́n{1+s,k}
K ‖ψ‖2+s,K + Ch

mı́n{2+s,k+1}
K ‖ψ‖2+s,K

≤ ‖ψ − ψh‖2,K + Chmı́n{s,k−1}‖ψ‖2+s,K + Chmı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,K + Chmı́n{2+s,k+1}‖ψ‖2+s,K ,

(4.47)

donde hemos usado la Proposición 4.1.1. Ahora bien, dado que mı́n{s, k − 1} ≤ mı́n{1 + s, k} ≤
mı́n{2 + s, k + 1} y dado que 0 < h ≤ C ≤ 1, entonces

hmı́n{2+s,k+1} ≤ hmı́n{1+s,k} ≤ hmı́n{s, k−1},

de lo anterior y de la estimación (4.47) se sigue que

‖ψh − ψπ‖2,K ≤ C
(
‖ψ − ψh‖2,K + hmı́n{s,k−1}‖ψ‖2+s,K

)
. (4.48)

Procediendo de manera análoga a como se obtuvo la desigualdad (4.48), se tiene que

‖φI − φπ‖2,K ≤ C
(
‖φI − φ‖2,K + Chs̃K‖φ‖2+s̃,K

)
. (4.49)

Aśı, de las estimaciones (4.46), (4.48) y (4.49) se sigue que∑
K∈Th

[Ah,K(ψh − ψπ, φI − φπ)−AK(ψh − ψπ, φI − φπ)]

≤
∑
K∈Th

C‖ψh − ψπ‖2,K‖φI − φπ‖2,K

≤
∑
K∈Th

C(‖ψh − ψ‖2,K + h
mı́n{s,k−1}
K ‖ψ‖2+s,K)

(
‖φI − φ‖2,K + Chs̃K‖φ‖2+s̃,K

)
.

(4.50)

Ahora, usando desigualdad de Cauchy-Schwarz en R2 en la desigualdad anterior y usando el Teo-
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rema 4.1.1 junto con la estimación (4.35) tenemos que∑
K∈Th

C(‖ψh − ψ‖2,K + h
mı́n{s,k−1}
K ‖ψ‖2+s,K)

(
‖φI − φ‖2,K + Chs̃K‖φ‖2+s̃,K

)
≤ C(‖ψh − ψ‖2,Ω + Chmı́n{s,k−1}‖ψ‖2+s,Ω)

(
Chs̃‖φ‖2+s̃,Ω + ‖φI − φ‖2,Ω

)
≤ C(‖ψh − ψ‖2,Ω + hmı́n{s,k−1}‖ψ‖2+s,Ω)

(
Chs̃‖φ‖2+s̃,Ω + Chs̃‖φ‖2+s,Ω

)
≤ C

(
hmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) + hmı́n{s,k−1}‖ψ‖2+s,Ω

)
Chs̃‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Chs̃
(
hmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω)

)
‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) |ψ − ψh|1,Ω,

(4.51)

donde hemos usado (4.33) en la última desigualdad. Por lo tanto, de (4.50) y (4.51) tenemos que∑
K∈Th

[Ah,K(ψh − ψπ, φI − φπ)−AK(ψh − ψπ, φI − φπ)]

≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) |ψ − ψh|1,Ω.
(4.52)

Ahora estableceremos cotas para el segundo término del lado derecho de (4.45). En efecto, usando
el Lema 3.3.3 tenemos que

AKcurl(ψh − ψπ, φπ)−Ah,Kcurl(ψh − ψπ, φπ)

≤
∥∥K−1 curl (ψh − ψπ)−ΠK

k−1(K−1curl (ψh − ψπ))
∥∥

0,K

∥∥curlφπ −ΠK
k−1curlφπ

∥∥
0,K

+
∥∥K−1 curlφπ −ΠK

k−1(K−1curlφπ)
∥∥

0,K

∥∥curl (ψh − ψπ)−ΠK
k−1curl (ψh − ψπ)

∥∥
0,K

+ C
∥∥curl (ψh − ψπ)−ΠK

k−1curl (ψh − ψπ)
∥∥

0,K

∥∥curlφπ −ΠK
k−1curlφπ

∥∥
0,K

+ sKcurl((ψh − ψπ)−Πk, curl
K (ψh − ψπ), φπ −Πk, curl

K φπ),

(4.53)

dado que φπ ∈ Pk(K) y por tanto curlφπ = ΠK
k−1curlφπ y φπ = Πk, curl

K φπ, entonces∥∥curlφπ −ΠK
k−1curlφπ

∥∥
0,K

= sKcurl((ψh − ψπ)−Πk, curl
K (ψh − ψπ), φπ −Πk, curl

K φπ) = 0.

De lo anterior y de (4.53) se sigue que

AKcurl(ψh − ψπ, φπ)−Ah,Kcurl(ψh − ψπ, φπ)

≤
∥∥K−1 curlφπ −ΠK

k−1(K−1curlφπ)
∥∥

0,K

∥∥curl (ψh − ψπ)−ΠK
k−1curl (ψh − ψπ)

∥∥
0,K

.
(4.54)

Ahora bien, usando la propiedad de estabilidad del proyector ΠK
k−1 tenemos que

‖curl (ψh − ψπ)−ΠK
k−1curl (ψh − ψπ)‖0,K ≤ ‖curl (ψh − ψπ)‖0,K

≤ C|ψh − ψπ|1,K
≤ C(|ψh − ψ|1,K + |ψ − ψπ|1,K)

≤ C(‖ψh − ψ‖2,K + |ψ − ψπ|1,K)

≤ C(‖ψ − ψh‖2,K + h
mı́n{1+s,k}
K ‖ψ‖2+s,K)

≤ C(‖ψ − ψh‖2,K + h
mı́n{s,k−1}
K ‖ψ‖2+s,K),

(4.55)

46



en la última desigualdad hemos usado la Proposición 4.1.1. Con argumentos similares a los usados
para obtener (4.10) y usando nuevamente la Proposición 4.1.1 se obtiene∥∥K−1 curlφπ −ΠK

k−1(K−1curlφπ)
∥∥

0,K
≤ C(|φπ − φ|1,K + h1+s̃

K ‖φ‖2+s̃,K)

≤ C(Ch1+s̃
K ‖φ‖2+s̃,K + Ch1+s̃‖φ‖2+s̃,K)

≤ Ch1+s̃
K ‖φ‖2+s̃,K .

(4.56)

De las estimaciones (4.54), (4.55), (4.56), la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R2 y el Teorema
4.1.1 obtenemos∑

K∈Th

[AKcurl(ψh − ψπ, φπ)−Ah,Kcurl(ψh − ψπ, φπ)]

≤
∑
K∈Th

C(h
mı́n{s,k−1}
K ‖ψ‖2+s,K + ‖ψ − ψh‖2,K)h1+s̃

K ‖φ‖2+s̃,K

≤ Ch1+s̃(hmı́n{s,k−1}‖ψ‖2+s,Ω + ‖ψ − ψh‖2,Ω)‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Ch1+s̃
(
hmı́n{s,k−1}‖ψ‖2+s,Ω + hmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω)

)
‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Ch1+s̃
(
hmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω)

)
‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Ch1+s̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) |ψ − ψh|1,Ω
≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) |ψ − ψh|1,Ω.

(4.57)

En este paso acotaremos el tercer término del lado derecho de (4.45). En efecto, de manera análoga
a como se procedió para obtener (4.54) se tiene que∑

K∈Th

[Ah,Kcurl(ψπ, φI)−A
K
curl(ψπ, φI)]

≤
∥∥K−1 curlψπ −ΠK

k−1(K−1curlψπ)
∥∥

0,K

∥∥curlφI −ΠK
k−1(curlφI)

∥∥
0,K

.

(4.58)

Usando argumentos similares a los usado en (4.10) se obtiene que

‖K−1 curlψπ −ΠK
k−1(K−1curlψπ)‖0,K

≤ C|ψ − ψπ|1,K + h
mı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K

≤ Chmı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K + h

mı́n{1+s,k}
K |ψ|2+s,K

≤ Chmı́n{1+s,k}
K ‖ψ‖2+s,K

(4.59)

y

‖curlφI −ΠK
k−1(curlφI)‖0,K

≤ C|φ− φI |1,K + h
mı́n{1+s̃,k}
K |φ|2+s̃,K

≤ Ch1+s̃
K |ψ|2+s̃,K + h1+s̃

K |ψ|2+s̃,K

≤ Ch1+s̃
K ‖ψ‖2+s̃,K .

(4.60)
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Por lo tanto, de (4.58), (4.59), (4.60) y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R2 se sigue que∑
K∈Th

[Ah,Kcurl(ψπ, φI)−A
K
curl(ψπ, φI)] ≤ Ch1+s̃+mı́n{1+s,k}‖ψ‖2+s,Ω‖φ‖2+s̃,Ω. (4.61)

Ahora bien, dado que mı́n{s, k − 1} ≤ mı́n{1 + s, k} y dado que 0 < h ≤ C ≤ 1, entonces
hmı́n{1+s,k} ≤ hmı́n{s, k−1} y por lo tanto h1+s̃+mı́n{1+s,k} ≤ h1+s̃+mı́n{s, k−1}, entonces de este hecho
y de (4.61) se sigue que

∑
K∈Th

[Ah,Kcurl(ψπ, φI)−A
K
curl(ψπ, φI)] ≤ h1+s̃+mı́n{s, k−1}‖ψ‖2+s,Ω‖φ‖2+s̃,Ω

≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) |ψ − ψh|1,Ω.
(4.62)

Usando (4.45), (4.52), (4.57) y (4.62) se concluye que

T3 ≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) |ψ − ψh|1,Ω. (4.63)

Finalmente, de (4.37), (4.38), (4.42) y (4.63) tenemos que

|ψ − ψh|1,Ω ≤ Chs̃+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) .

El siguiente teorema establece una estimación del error en norma L2 para la función de corriente.

Teorema 4.2.2 Sea f ∈ [L2(Ω)]2 y sean ψ la única solución del Problema 2.2.2 y ψh la única
solución del Problema 3.4.1. Si k = 2, entonces existen s > 1/2, s̃ ∈ (1/2, 1] y una constante
C > 0, independiente de h, tal que

‖ψ − ψh‖0,Ω ≤ Chs̃+mı́n{s,1} (‖f‖0,Ω + ‖ψ‖2+s,Ω) .

Si k ≥ 3 y f |K ∈ [Hk−2(K)]2, para cada K ∈ Th. Entonces, existen s > 1/2, γ ∈ (1/2, 2] y una
constante C > 0, independiente de h, tal que

‖ψ − ψh‖0,Ω ≤ Chγ+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) .

Demostración. Supongamos que k = 2, entonces dado que (ψ − ψh) ∈ H1
0 (Ω), por equivalencia

de normas y el Teorema 4.2.1 existen s > 1/2 y s̃ ∈ (1/2, 1] tales que

‖ψ − ψh‖0,Ω ≤ C|ψ − ψh|1,Ω ≤ Chs̃+mı́n{s,1} (‖f‖0,Ω + ‖ψ‖2+s,Ω) ,

donde C > 0 es una constante independiente de h.

Ahora bien, si k ≥ 3, consideramos φ ∈ H2
0 (Ω) la única solución del siguiente problema: hallar φ

tal que
A(φ, v) = G(v) ∀v ∈ H2

0 (Ω), (4.64)
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donde A(·, ·) es la forma bilineal definida en (2.4) y G(·) es el funcional definido por:

G(v) :=

∫
Ω

(ψ − ψh)v ∀v ∈ H2
0 (Ω).

Dado que (ψ − ψh) ∈ L2(Ω), por resultado de regularidad eĺıptica (ver Teorema 2.2.2), existe
γ ∈ (1/2, 2] tal que φ ∈ H2+γ(Ω) y

‖φ‖2+γ,Ω ≤ C‖ψ − ψh‖0,Ω.

Ahora, tomando v = ψ − ψh ∈ H2
0 (Ω) como función test en (4.64), obtenemos

‖ψ − ψh‖20,Ω =

∫
Ω

(ψ − ψh)(ψ − ψh) = A(ψ − ψh, φ), (4.65)

en la última igualdad se ha utilizado la definición de la forma bilineal A(·, ·) junto con su simétria.

Sea φI ∈Wh tal que el Lema 4.1.3 se satisface. En particular,

‖φ− φI‖2,Ω ≤ Chmı́n{γ, k−1}‖φ‖2+γ,Ω y ‖φ− φI‖1,Ω ≤ Chmı́n{1+γ, k}‖φ‖2+γ,Ω,

y dado que γ ∈ (1/2, 2] y k ≥ 3, entonces

‖φ− φI‖2,Ω ≤ Chγ‖φ‖2+γ,Ω y ‖φ− φI‖1,Ω ≤ Ch1+γ‖φ‖2+γ,Ω.

Entonces, sumando y restando φI y usando la definición del problema continuo y discreto (tal como
se hizo para obtener (4.36)) se sigue que

A(ψ − ψh, φ) = A(ψ − ψh, φ− φI) +A(ψ − ψh, φI)
= A(ψ − ψh, φ− φI) + [F (φI)− F h(φI)] + [Ah(ψh, φI)−A(ψh, φI)],

(4.66)

entonces (4.65) y (4.66) se obtenemos que

‖ψ − ψh‖20,Ω = T1 + T2 + T3,

donde

T1 := A(ψ − ψh, φ− φI), T2 := F (φI)− F h(φI) y T3 := Ah(ψh, φI)−A(ψh, φI).

Siguiendo los mismos pasos de la demostración del Teorema 4.2.1, podemos estimar los términos
T1, T2 y T3 de tal modo que

‖ψ − ψh‖0,Ω ≤ Chγ+mı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) , k ≥ 3.
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4.3. Recuperación de la velocidad del fluido

La solución del Problema 2.2.2 entrega la función de corriente de la velocidad, a partir de eso
podemos recuperar fácilmente la velocidad u: si ψ ∈ H2

0 (Ω) es la solución del Problema 2.2.2,
entonces de acuerdo a (2.2) tenemos que

u = curlψ. (4.67)

A nivel discreto la estrategia corresponde a calcular la velocidad como un post-proceso de la función
de corriente: si ψh es la solución del Problema 3.4.1, entonces la función

uh := curlψh (4.68)

es una aproximación de la velocidad. La exactitud de dicha aproximación se establece en el siguiente
teorema:

Teorema 4.3.1 Sean k ≥ 2 y f ∈ [L2(Ω)]2 tal que f |K ∈ [Hk−2(K)]2, para cada K ∈ Th. Sea ψ
la única solución del Problema 2.2.2 y ψh la solución del Problema 3.4.1. Entonces existe s > 1/2
y una constante C > 0, independiente de h, tal que

‖u− uh‖1,Ω ≤ Chmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) .

Demostración. Sea k ≥ 2, entonces usando (4.67), (4.68) y el Teorema 4.1.1 tenemos que

‖u− uh‖1,Ω = ‖curlψ − curlψh‖1,Ω ≤ C‖ψ − ψh‖2,Ω
≤ Chmı́n{s, k−1} (|f |k−2,h + ‖ψ‖2+s,Ω) .

4.4. Recuperación de la presión del fluido

En esta sección presentamos una estrategia para recuperar la presión del fluido. Para k = 3 plan-
teamos un problema de Poisson generalizado con dato proveniente de la función de corriente apro-
ximada. Se plantea un esquema discreto usando elementos virtuales de clase C0 para aproximar la
presión. Considerando una hipótesis adicional sobre las mallas (quasi-uniformidad, tal como vere-
mos más adelante en A3), mostramos existencia y unicidad del problema discreto y establecemos
una estimación de error para la presión en norma H1.

Iniciamos usando la identidad −∆u = curl (rotu)−∇(divu) (ver (1.1)) en la ecuación de momento
del Problema 2.1.1 para obtener

f = K−1u− ν∆u+∇p
= K−1u+ ν (curl (rotu)−∇(divu)) +∇p
= K−1u+ ν curl (rotu) +∇p,

(4.69)
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donde hemos usado en la última igualdad la incompresibilidad del fluido (divu = 0 en Ω). Dado
que la función de corriente ψ se obtiene resolviendo el Problema 2.2.2 y u = curlψ, entonces de
(4.69) obtenemos

∇p = f −K−1curlψ − ν curl (rot curlψ), (4.70)

usando la identidad rot (curlψ) = −∆ψ en (4.70) se tiene que

∇p = f −K−1curlψ + ν curl (∆ψ). (4.71)

Ahora, testeando con ∇q, donde q ∈ H̃1(Ω) en (4.71) se satisface el siguiente problema variacional:∫
Ω
∇p · ∇q =

∫
Ω
f · ∇q −

∫
Ω
K−1curlψ · ∇q + ν

∫
Ω

curl(∆ψ) · ∇q.

Por tanto, la presión p del fluido puede ser obtenida como la única solución del siguiente problema:

Problema 4.4.1 Dadas f ∈ [L2(Ω)]2 y ψ la única solución del Problema 2.2.2, hallar p ∈ H̃1(Ω)
tal que

B∇(p, q) = Gψ(q) ∀q ∈ H̃1(Ω),

donde B : H̃1(Ω)× H̃1(Ω)→ R, está definida por:

B∇(p, q) :=

∫
Ω
∇p · ∇q ∀p, q ∈ H̃1(Ω) (4.72)

y Gψ : H̃1(Ω)→ R es el funcional definido por:

Gψ(q) :=

∫
Ω
f · ∇q −

∫
Ω
K−1curlψ · ∇q + ν

∫
Ω

curl(∆ψ) · ∇q ∀q ∈ H̃1(Ω). (4.73)

Notemos que si ψ ∈ H3(Ω), entonces el funcional Gψ(·) definido en (4.73) es lineal y acotado.
Además, la forma bilineal B∇(·, ·) es acotada y usando la desigualdad de Poincaré generalizada se
sigue que es eĺıptica, tal como se establece en el siguiente lema:

Lema 4.4.1 Existe una constante λ > 0 tal que

B∇(q, q) ≥ λ ‖q‖21,Ω ∀q ∈ H̃1(Ω).

Como consecuencia del resultado anterior y del Lema de Lax-Milgram se tiene el siguiente resultado
de existencia y unicidad del Problema 4.4.1:

Teorema 4.4.1 Sea ψ la única solución del Problema 2.2.2. Supongamos que ψ ∈ H3(Ω), entonces
existe una única p ∈ H̃1(Ω), solución del Problema 4.4.1 la cual satisface la siguiente dependencia
continua del dato f :

‖p‖1,Ω ≤ C‖f‖0,Ω.
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Con el fin de establecer un esquema discreto que permita aproximar la solución del Problema 4.4.1,
escribimos la forma bilineal B∇(·, ·) definida en (4.72), como sigue:

B∇(p, q) =
∑
K∈Th

BK
∇ (p, q) ∀p, q ∈ H̃1(Ω),

donde

BK
∇ (p, q) =

∫
K
∇p · ∇q ∀p, q ∈ H1(K). (4.74)

Ahora, con el fin de introducir la discretización, para cada poĺıgono simple K ∈ Th consideramos
el conjunto

B1(∂K) :=
{
qh ∈ C0(∂K) : qh|e ∈ P1(e) ∀e ⊂ ∂K

}
y el espacio finito dimensional dado por:

ĤK
h :=

{
qh ∈ H1(K) : qh|e ∈ B1(∂K), ∆qh|K ∈ P0(K)

}
.

El siguiente conjunto de operadores lineales están bien definidos para todo qh ∈ ĤK
h :

Los valores de qh en los NK vértices de K.

Definimos el proyector Π∇K : ĤK
h → P1(K) ⊆ ĤK

h , para cada qh ∈ ĤK
h como la solución del

problema (en cada elemento K):

BK
∇ (Π∇Kqh, v) = BK

∇ (qh, v) ∀v ∈ P1(K),

Π̂∇Kqh = q̂h,

donde q̂h es definido en (3.2).

Ahora, introducimos nuestro espacio virtual local:

HK
h :=

{
qh ∈ ĤK

h :

∫
K
qh =

∫
K

Π∇Kqh

}
. (4.76)

Podemos ahora presentar el espacio virtual global para aproximar la presión del fluido: para cada
descomposición {Th}h>0 de Ω en poĺıgonos simples K, se define

Hh :=
{
qh ∈ H̃1(Ω) : qh|K ∈ H

K
h

}
. (4.77)

Los grados de libertad para Hh (ver [8, 9]) están dados por:

P1 : Los valores de qh en los vértices de Th.

Ahora continuamos con la construcción de la forma bilineal discreta, para esto, consideremos la
proyección L2 sobre [P0(K)]2: para cada v ∈ [L2(K)]2, la proyección ΠK

0 : [L2(K)]2 → [P0(K)]2 es
la única función tal que ∫

K
q · (v −ΠK

0 v) = 0 ∀q ∈ [P0(K)]2. (4.78)
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Observación 4.4.1 Para cada qh ∈ Hh, la función ΠK
0 ∇qh es calculable usando los grados de

libertad P1 (ver [8, 9]).

Sea sK∇(·, ·) cualquier forma bilineal simétrica definida positiva que verifique

c4B
K
∇ (qh, qh) ≤ sK∇(qh, qh) ≤ c5B

K
∇ (qh, qh) ∀qh ∈ HK

h , con Π∇Kqh = 0, (4.79)

en el Caṕıtulo 5 introduciremos una forma bilineal sK∇(·, ·) satisfaciendo (4.79). Definimos la si-
guiente forma bilineal discreta

Bh
∇(ph, qh) :=

∑
K∈Th

Bh,K
∇ (ph, qh) ∀ph, qh ∈ Hh, (4.80)

donde

Bh,K
∇ (ph, qh) :=

∫
K

ΠK
0 ∇ph ·ΠK

0 ∇qh + sK∇
(
ph −Π∇Kph, qh −Π∇Kqh

)
∀ph, qh ∈ HK

h . (4.81)

El siguiente teorema nos entrega propiedades de las formas bilineales Bh,K
∇ (·, ·) y BK

∇ (·, ·).

Teorema 4.4.2 Las formas bilineales locales Bh,K
∇ (·, ·) y BK

∇ (·, ·) definidas en (4.81) y (4.74) sa-
tisfacen las siguientes propiedades:

Consistencia: para cada h > 0 y para cada K ∈ Th, se tiene que

Bh,K
∇ (q, vh) = BK

∇ (q, vh) ∀q ∈ P1(K), ∀vh ∈ HK
h . (4.82)

Estabilidad: existen constantes positivas α7, α8 independientes de hK y K tales que

α7B
K
∇ (qh, qh) ≤ Bh,K

∇ (qh, qh) ≤ α8B
K
∇ (qh, qh) ∀qh ∈ HK

h . (4.83)

El siguiente paso consiste en construir una aproximación para el funcional Gψ(·) definido en (4.73),
calculable a partir de los grados de libertad P1. Para esto, dado K ∈ Th, consideremos la proyección
L2 sobre P1(K): para cada v ∈ L2(K), la proyección ΠK

1 : L2(K)→ P1(K) es la única función tal
que ∫

K
q (v −ΠK

1 v) = 0 ∀q ∈ P1(K). (4.84)

Para k = 3 y para cada K ∈ Th, definimos el siguiente funcional lineal: dado f ∈ [L2(Ω)]2 y dada
ψh ∈Wh la única solución del Problema 3.4.1 consideremos

Gψh,K(qh) :=

∫
K
f ·ΠK

0 ∇qh −
∫
K
K−1ΠK

2 curlψh ·ΠK
0 ∇qh

+ ν

∫
K

curl(ΠK
1 (∆ψh)) ·ΠK

0 ∇qh ∀qh ∈ HK
h ,

donde ΠK
2 es la proyección definida en (3.12) (con k = 3) y ΠK

1 la proyección definida en (4.84).
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Observación 4.4.2 Notemos que la función ΠK
1 (∆ψh) ∈ P1(K) es calculable a partir de los grados

de libertad D1,D2 y D4. En efecto, sea K ∈ Th y ψh ∈Wh, k = 3. Entonces, para todo p1 ∈ P1(K)
tenemos que ∫

K
ΠK

1 (∆ψh)p1 =

∫
K

∆ψh p1

= −
∫
K
∇ψh · ∇p1 +

∫
∂K

∂nψh p1

=

∫
K
ψh∆p1 −

∫
∂K

∂np1 ψh +

∫
∂K

∂nψh p1

= −
∫
∂K

∂np1 ψh +

∫
∂K

∂nψh p1,

(4.85)

dado que ψh ∈ Wh, (con k = 3), entonces ψh|e ∈ P3(e) ∀e ⊆ ∂K y ∂nψh|e ∈ P2(e) ∀e ⊆ ∂K.
Además, como p1 ∈ P1(K) entonces las integrales sobre la frontera del lado derecho de la igualdad
(4.85) son calculable usando los grados de libertad D1,D2 y D4 y por tanto ΠK

1 (∆ψh) también lo
es.

Consideremos el funcional lineal Gψh : Hh → R definido por:

Gψh(qh) :=
∑
K∈Th

Gψh,K(qh) ∀qh ∈ Hh. (4.86)

Notemos que a partir de las Observaciones 4.4.1 y 4.4.2 se tiene que Gψh(·) es calculable usando
los grados de libertad P1.

Ahora se introduce el problema discreto asociado al Problema 4.4.1:

Problema 4.4.2 Hallar ph ∈ Hh tal que

Bh
∇(ph, qh) = Gψh(qh) ∀qh ∈ Hh, (4.87)

donde Bh
∇(·, ·) es la forma bilineal definida en (4.80) y Gψh(·) es el funcional definido en (4.86).

Usando las propiedades de estabilidad, acotamiento (ver (4.83)) y Teorema 4.4.1 podemos demos-
trar que la forma bilineal Bh

∇(·, ·) es acotada y uniformemente eĺıptica (tal como se hizo en la
demostración del Teorema 3.4.1).

A continuación presentamos un resultado de aproximación en el espacio polinomial (ver [27]).

Proposición 4.4.1 Si la suposición A1 se satisface (ver Sección 3.1), entonces existe una cons-
tante C > 0, independiente de hK , tal que para cada v ∈ H2(K) existe vπ ∈ P1(K), tal que

‖v − vπ‖0,K + hK |v − vπ|1,K ≤ Ch2
K |v|2,K .

Para las proyecciones ΠK
0 y ΠK

1 definidas en (4.78) y en (4.84), tenemos el siguiente resultado de
aproximación (ver [21, 8, 35]):
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Proposición 4.4.2 Consideremos las proyecciones ΠK
0 y ΠK

1 definidas en (4.78) y en (4.84), res-
pectivamente. Entonces, las siguientes propiedades de aproximación son ciertas: existe una cons-
tante C > 0 independiente de hK tal que

‖v −ΠK
0 v‖0,K ≤ ChδK |v|δ,K ∀v ∈ [Hδ(K)]2, 0 ≤ δ ≤ 1,

‖v −ΠK
1 v‖0,K ≤ ChδK |v|δ,K ∀v ∈ Hδ(K), 0 ≤ δ ≤ 2.

Presentamos ahora un resultado de interpolación en el espacio virtual Hh (ver [27]).

Proposición 4.4.3 Si las supocisiones A1 −A2 se satisfacen (ver Sección 3.1), entonces existe
una constante C > 0, independiente de h, tal que para cada v ∈ H2(Ω) existe vI ∈ Hh, tal que

‖v − vI‖0,Ω + h|v − vI |1,Ω ≤ Ch2|v|2,Ω.

Con el objetivo de establecer existencia y unicidad del Problema 4.4.2 consideraremos una hipótesis
adicional sobre las mallas, llamada quasi-uniformidad (ver [19]).

A3: Para cada h > 0 y para cada K ∈ Th, existe una constante ĉ > 0, independiente de h, tal
que hK ≥ ĉ h.

El siguiente resultado es conocido como desigualdad inversa en espacios polinomiales sobre poĺıgonos
(ver [32, Lema 3.1]).

Lema 4.4.2 Asumiendo que A1 − A3 se satisfacen (ver Sección 3.1), entonces existe C̃ > 0,
independiente de h, tal que

|q|1,K ≤ C̃h−1
K ‖q‖0,K ∀q|K ∈ P`(K), ` ≥ 0. (4.88)

El siguiente lema establece el acotamiento de Gψh(·) definido en (4.86) bajo la suposición A3.

Proposición 4.4.4 Sea ψ la única solución del Problema 2.2.2. Asumiendo que A1 − A3 se
satisfacen y que ψ ∈ H3(Ω), entonces el funcional Gψh : Hh → R definido en (4.86) es un funcional
lineal y acotado.

Demostración. Para demostrar el acotamiento, consideremos qh ∈ Hh, entonces por la definición
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del funcional Gψh(·) (ver (4.86)) tenemos

Gψh(qh) =
∑
K∈Th

∫
K
f ·ΠK

0 ∇qh −
∫
K
K−1ΠK

2 curlψh ·ΠK
0 ∇qh

+ ν

∫
K

curl(ΠK
1 (∆ψh)) ·ΠK

0 ∇qh

≤
∑
K∈Th

‖f‖0,K‖ΠK
0 ∇qh‖0,K +

∑
K∈Th

C‖ΠK
2 curlψh‖0,K‖ΠK

0 ∇qh‖0,K

+
∑
K∈Th

ν

∫
K

curl(ΠK
1 (∆ψh)) ·ΠK

0 ∇qh

≤C‖f‖0,Ω‖qh‖1,Ω + C‖ψh‖1,Ω‖qh‖1,Ω +
∑
K∈Th

ν

∫
K

curl(ΠK
1 (∆ψh)) ·ΠK

0 ∇qh,

(4.89)

donde hemos usado la desigualdad de Cauchy- Schwarz y propiedades de estabilidad de los proyec-
tores ΠK

2 y ΠK
0 . Para acotar el último término de (4.89) notemos que a partir de la definición de

ΠK
0 , se tiene que ∫

K
∇qh · p0 =

∫
K

ΠK
0 ∇qh · p0 ∀p0 ∈ [P0(K)]2.

En particular, curl
(
ΠK

1 ∆ψh
)
∈ [P0(K)]2, por lo tanto usando lo anterior, sumando y restando el

término curl(∆ψ) · ∇qh obtenemos que∫
K

curl(ΠK
1 (∆ψh)) ·ΠK

0 ∇qh =

∫
K

curl(ΠK
1 (∆ψh)) · ∇qh

=

∫
K

(
curl(ΠK

1 ∆ψh)− curl(∆ψ)
)
· ∇qh +

∫
K

curl(∆ψ) · ∇qh

=

∫
K

curl
(
ΠK

1 ∆ψh −∆ψ
)
· ∇qh +

∫
K

curl(∆ψ) · ∇qh

≤
∥∥curl

(
∆ψ −ΠK

1 ∆ψh
)∥∥

0,K
‖∇qh‖0,K + ‖curl (∆ψ)‖0,K‖∇qh‖0,K

≤ C|∆ψ −ΠK
1 ∆ψh|1,K‖qh‖1,K + C|ψ|3,K‖∇qh‖0,K

≤ C
(∣∣∆ψ −ΠK

1 ∆ψ
∣∣
1,K

+
∣∣ΠK

1 ∆ψ −ΠK
1 ∆ψh

∣∣
1,K

)
‖qh‖1,K + C‖ψ‖3,K‖qh‖1,K

≤ C
(
C |∆ψ|1,K +

∣∣ΠK
1 (∆ψ −∆ψh)

∣∣
1,K

)
‖qh‖1,K + C‖ψ‖3,K‖qh‖1,K

≤ C
(
|ψ|3,K +

∣∣ΠK
1 (∆ψ −∆ψh)

∣∣
1,K

)
‖qh‖1,K + C‖ψ‖3,K‖qh‖1,K ,

(4.90)

donde hemos sumado y restado el término ΠK
1 ∆ψ en la quinta desigualdad y usado desigualdad de

Cauchy-Schwarz junto con propiedades de estabilidad de la proyección ΠK
1 (ver Proposición 4.4.2).

Ahora bien, dado que A1−A3 se satisfacen, podemos usar el Lema 4.4.2, de modo que existe una
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constante positiva C̃ > 0, independiente de h, tal que

|ΠK
1 (∆ψ −∆ψh)|1,K ≤ C̃h−1

K ‖Π
K
1 (∆ψ −∆ψh)‖0,K ≤ C̃h−1

K ‖(∆ψ −∆ψh)‖0,K
≤ C̃h−1

K ‖∆(ψ − ψh)‖0,Ω ≤ C̃h−1
K ‖ψ − ψh‖2,Ω

≤ C̃h−1
K hmı́n{1,2} (|f |1,h + ‖ψ‖3,Ω)

≤ CC̃h−1
K h (|f |1,h + ‖ψ‖3,Ω)

≤ CC̃

ĉ
(|f |1,h + ‖ψ‖3,Ω) ,

(4.91)

donde hemos usado A3 y el Teorema 4.1.1. De las estimaciones (4.90) y (4.91) y la desigualdad de
Cauchy-Schwarz en R2, resulta∑

K∈Th

ν

∫
K

curl(ΠK
1 (∆ψh)) ·ΠK

0 ∇qh ≤ C (‖ψ‖3,Ω + |f |1,h) ‖qh‖1,Ω. (4.92)

Finalmente, de (4.89) y (4.92) se obtiene

|Gψh(qh)| ≤ C (‖ψh‖1,Ω + ‖ψ‖3,Ω + |f |1,h) ‖qh‖1,Ω
≤ C(‖f‖0,Ω + |f |1,h),

donde hemos usado la depencia continua del dato y el Teorema 2.2.2.

El siguiente teorema establece la existencia y unicidad del problema discreto 4.4.2.

Teorema 4.4.3 Sea f ∈ [L2(Ω)]2 tal que f |K ∈ [H1(K)]2, para cada K ∈ Th. Sean ψ y ψh las
únicas soluciones de los Problemas 2.2.2 y 3.4.1, respectivamente. Asumiendo que A1 − A3 se
satisface y que ψ ∈ H3(Ω), entonces existe una única ph ∈ Hh solución del Problema 4.4.2 que
satisface la siguiente dependencia continua del dato:

‖ph‖1,Ω ≤ C (‖f‖0,Ω + |f |1,h) .

Demostración. Es consecuencia de la eĺıpticidad y acotamiento de la forma bilineal Bh
∇(·, ·), el

Teorema 4.4.4 y el Lema de Lax-Milgram.

Para establecer la convergencia de este esquema, usamos la consistencia y estabilidad de las formas
bilineales Bh,K

∇ (·, ·) (ver (4.82) y (4.79) respectivamente) y procedemos como en [5, Teorema 3.1]
para obtener la siguiente proposición:

Proposición 4.4.5 Sean p y ph, las únicas soluciones de los Problemas 4.4.1 y 4.4.2, respectiva-
mente. Supongamos que A3 se satisface, entonces existe C > 0, independiente de h, tal que

‖p− ph‖1,Ω ≤ C
(
‖Gψ −Gψh‖H′h + ‖p− pI‖1,Ω + |p− pπ|1,h

)
.

para todo pI ∈ Hh y para todo pπ ∈ L2(Ω) tal que pπ|K ∈ P1(K) ∀K ∈ Th, donde

‖Gψ −Gψh‖H′h := sup
qh∈Hh
qh 6= 0

|Gψ(qh)−Gψh(qh)|
‖qh‖1,Ω

.
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Ahora acotaremos el término ‖Gψ −Gψh‖H′h como se muestra en la siguiente proposición:

Proposición 4.4.6 Sean f ∈ [L2(Ω)]2 tal que f |K ∈ [H1(K)]2, para cada K ∈ Th, ψ y ψh
las únicas soluciones de los Problemas 2.2.2 y 3.4.1, respectivamente. Sean Gψ(·) y Gψh(·) los
funcionales definidos en (4.73) y (4.86), respectivamente. Asumiendo que A1−A3 se satisfacen y
que ψ ∈ H4(Ω), entonces se tiene la siguiente estimación:

‖Gψ −Gψh‖H′h ≤ Ch (‖f‖0,Ω + |f |1,h) .

Demostración. Sea qh ∈ Hh, entonces usando la definición de Gψ(·) y Gψh(·) junto con la
desigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos∣∣∣Gψ(qh)−Gψh(qh)

∣∣∣ ≤ ∑
K∈Th

∣∣∣∣∫
K
f ·
(
∇qh −ΠK

0 ∇qh
)∣∣∣∣

+
∑
K∈Th

∣∣∣∣∫
K
K−1curlψ · ∇qh −K−1ΠK

2 curlψh ·ΠK
0 ∇qh

∣∣∣∣
+
∑
K∈Th

ν

∣∣∣∣∫
K

curl(∆ψ) · ∇qh − curl
(
ΠK

1 ∆ψh
)
·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣

:= T1 + T2 + T3,

donde

T1 :=
∑
K∈Th

∣∣∣∣∫
K
f ·
(
∇qh −ΠK

0 ∇qh
)∣∣∣∣ , T2 :=

∑
K∈Th

∣∣∣∣∫
K
K−1curlψ · ∇qh −K−1ΠK

2 curlψh ·ΠK
0 ∇qh

∣∣∣∣
y

T3 :=
∑
K∈Th

ν

∣∣∣∣∫
K

curl(∆ψ) · ∇qh − curl
(
ΠK

1 ∆ψh
)
·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣ .

Para el término T1, aplicamos la desigualdad de Cauchy-Schwarz, la Proposición 4.4.2 y obtenemos
que ∣∣∣∣∫

K
f ·
(
∇qh −ΠK

0 ∇qh
)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫
K

(
f −ΠK

0 f
)
·
(
∇qh −ΠK

0 ∇qh
)∣∣∣∣

≤ C
∥∥f −ΠK

0 f
∥∥

0,K

∥∥∇qh −ΠK
0 ∇qh

∥∥
0,K

≤ ChK |f |1,K ‖∇qh‖0,K
= ChK |f |1,K ‖qh‖1,K ,

de la definición del término T1 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R2 se sigue que

T1 ≤ Ch|f |1,h ‖qh‖1,Ω . (4.93)
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Para estimar T2, sumamos y restamos K−1curlψ · ΠK
0 ∇qh y K−1curlψh · ΠK

0 ∇qh, aplicamos
desigualdad triangular, la desigualdad de Cauchy-Schwarz y observamos que∣∣∣∣∫

K
K−1curlψ · ∇qh −K−1ΠK

2 (curlψh) ·ΠK
0 ∇qh

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
K
K−1curlψ · ∇qh −K−1curlψ ·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫
K
K−1curlψh ·ΠK

0 ∇qh −K−1ΠK
2 (curlψh) ·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫
K
K−1curlψ ·ΠK

0 ∇qh −K−1curlψh ·ΠK
0 ∇qh

∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣∫
K
K−1curlψ ·

(
∇qh −ΠK

0 ∇qh
)∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
K

(
K−1curlψh −K−1ΠK

2 curlψh
)
·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫
K

(
K−1curl (ψ − ψh)

)
·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣∫
K

(
K−1curlψ −ΠK

0 (K−1curlψ)
)
·
(
∇qh −ΠK

0 ∇qh
)∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫
K

(
K−1curl (ψ − ψh)

)
·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣

+

∣∣∣∣∫
K

(
K−1curlψh −K−1ΠK

2 (curlψh)
)
·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣

≤
∥∥K−1curlψ −ΠK

0 (K−1curlψ)
∥∥

0,K

∥∥∇qh −ΠK
0 ∇qh

∥∥
0,K

+
∥∥K−1

∥∥
∞ ‖curl (ψ − ψh)‖0,K

∥∥ΠK
0 ∇qh

∥∥
0,K

+
∥∥K−1

∥∥
∞
∥∥curlψh −ΠK

2 (curlψh)
∥∥

0,K

∥∥ΠK
0 ∇qh

∥∥
0,K

,

(4.94)

donde hemos usado la ortogonalidad y estabilidad el proyector ΠK
0 . Ahora, usando propiedades de

aproximación de los proyectores ΠK
0 y ΠK

k−1 (ver Proposiciones 4.4.2 y 4.1.2) y el Teorema 4.2.1
se obtiene

‖K−1curlψ −ΠK
0 (K−1curlψ)‖0,K‖∇qh −ΠK

0 ∇qh‖0,K
+
∥∥K−1

∥∥
∞ ‖curl (ψ − ψh)‖0,K

∥∥ΠK
0 ∇qh

∥∥
0,K

+
∥∥K−1

∥∥
∞
∥∥curlψh −ΠK

2 (curlψh)
∥∥

0,K

∥∥ΠK
0 ∇qh

∥∥
0,K

≤ ChK |K−1curlψ|1,K ‖∇qh‖0,K + C|ψ − ψh|1,K ‖∇qh‖0,K + ChK |curlψh|1,K ‖∇qh‖0,K
≤ ChK |K−1curlψ|1,K ‖∇qh‖0,K + C|ψ − ψh|1,Ω ‖∇qh‖0,K + ChK |curlψh|1,K ‖∇qh‖0,K
≤ Ch|ψ|2,K ‖qh‖1,K + Ch3(|f |1,h + ‖ψ‖4,Ω) ‖qh‖1,K + Ch|ψh|2,K ‖qh‖1,K
≤ Ch (|ψ|2,K + |f |1,h + ‖ψ‖4,Ω) ‖qh‖1,K + |ψh|2,K‖qh‖1,K ,

(4.95)
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de (4.94) y (4.95), obtenemos que

T2 =
∑
K∈Th

∣∣∣∣∫
K
K−1curlψ · ∇qh −K−1ΠK

2 (curlψh) ·ΠK
0 ∇qh

∣∣∣∣
≤
∑
K∈Th

Ch (|ψ|2,K + |ψh|2,K + |f |1,h + ‖ψ‖4,Ω) ‖qh‖1,K .
(4.96)

Luego, aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en (4.96) se sigue que

T2 ≤ Ch (‖ψ‖4,Ω + |f |1,h + ‖ψh‖2,Ω) ‖qh‖1,Ω. (4.97)

Finalmente, para estimar el término T3 procedemos como en (4.90) y (4.91) notando que∣∣∣∣∫
K

curl(∆ψ) · ∇qh − curl
(
ΠK

1 ∆ψh
)
·ΠK

0 ∇qh
∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∫
K

curl(∆ψ) · ∇qh − curl
(
ΠK

1 ∆ψh
)
· ∇qh

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫
K

curl
(
∆ψ −ΠK

1 ∆ψh
)
· ∇qh

∣∣∣∣
≤
∥∥curl

(
∆ψ −ΠK

1 ∆ψh
)∥∥

0,K
‖∇qh‖0,K

≤ C|∆ψ −ΠK
1 ∆ψh|1,K‖qh‖1,K

≤ C
(∣∣∆ψ −ΠK

1 ∆ψ
∣∣
1,K

+
∣∣ΠK

1 ∆ψ −ΠK
1 ∆ψh

∣∣
1,K

)
‖qh‖1,K

≤ C
(
ChK |∆ψ|2,K +

∣∣ΠK
1 (∆ψ −∆ψh)

∣∣
1,K

)
‖qh‖1,K

≤ C
(
hK‖ψ‖4,K + +

∣∣ΠK
1 (∆ψ −∆ψh)

∣∣
1,K

)
‖qh‖1,K .

(4.98)

Ahora bien, de forma análoga a como se procedió para obtener (4.91), usando desigualdad inversa
sobre poĺıgonos (ver (4.88)), existe una constante positiva C̃ > 0, independiente de h, tal que

|ΠK
1 (∆ψ −∆ψh)|1,K ≤ C̃h−1

K ‖Π
K
1 (∆ψ −∆ψh)‖0,K ≤ C̃h−1

K ‖(∆ψ −∆ψh)‖0,K
≤ C̃h−1

K ‖∆(ψ − ψh)‖0,Ω ≤ C̃h−1
K ‖ψ − ψh‖2,Ω

≤ CC̃h−1
K h2 (|f |1,h + ‖ψ‖4,Ω)

≤ CC̃

ĉ
h (|f |1,h + ‖ψ‖4,Ω) ,

(4.99)

donde hemos usado A3 y el Teorema 4.1.1. Entonces de (4.98), (4.99) y la desigualdad de Cauchy-
Schwarz en R2, se sigue que

T3 ≤ Ch (‖ψ‖4,Ω + |f |1,h) ‖qh‖1,Ω. (4.100)

Por lo tanto, usando las estimaciones (4.93), (4.97) y (4.100) se obtiene

|Gψ(qh)−Gψh(qh)| ≤ Ch (‖ψh‖2,Ω + ‖ψ‖4,Ω + |f |1,h) ‖qh‖1,Ω
≤ Ch (‖f‖0,Ω + |f |1,h) ‖qh‖1,Ω,
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de donde se sigue el resultado.

El siguiente teorema establece la convergencia en norma H1 de este esquema.

Teorema 4.4.4 Supongamos que A1 − A3 se satisfacen (ver Sección 3.1). Sean ψ, ψh, p y ph
las únicas soluciones de los Problemas 2.2.2, 3.4.1, 4.4.1 y 4.4.2, respectivamente. Asumiendo que
f ∈ [L2(Ω)]2 y f |K ∈ [H1(K)]2 para cada K ∈ Th, ψ ∈ H4(Ω) y p ∈ H2(Ω), entonces existe C > 0,
independiente de h tal que

‖p− ph‖1,Ω ≤ Ch (‖f‖0,Ω + |f |1,h) .

Demostración. El resultado se obtiene usando las Proposiciones 4.4.1 y 4.4.3 junto con el Lema
4.4.5, la Proposición 4.4.6 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz, como sigue :

‖p− ph‖1,Ω ≤ C
(
‖Gψ −Gψh‖H′h + ‖p− pI‖1,Ω + |p− pπ|1,h

)
≤ C (h(‖ψh‖2,Ω + ‖ψ‖4,Ω + |f |1,h) + h‖p‖2,Ω + h‖p‖2,Ω)

≤ Ch (‖ψh‖2,Ω + ‖ψ‖4,Ω + |f |1,h + ‖p‖2,Ω)

≤ Ch (‖f‖0,Ω + |f |1,h) ,

donde hemos usado en la última desigualdad la dependencia continua del dato f .

Observación 4.4.3 La condición de integral nula para los elementos del espacio virtual Hh es
impuesta mediante un multiplicador de Lagrange real. Esto significa que (4.87) es reformulado de
manera equivalente como sigue: hallar (ph, ξ) ∈Mh × R tal que

Bh
∇(ph, qh) + ξ

∫
Ω
qh = Gψh(qh), ∀qh ∈Mh,

ρ

∫
Ω
ph = 0, ∀ρ ∈ R,

(4.101)

con
Mh :=

{
qh ∈ H1(Ω) : qh|K ∈ HK

h

}
,

donde HK
h es el espacio virtual local definido en (4.76).

Notemos que la restricción

∫
Ω
ph = 0, se satisface automáticamente para los elementos de Hh (ver

(4.77)), sin embargo esta restricción no se satiface en el espacio Mh que es en donde ahora se busca
ph, pero se impone de manera débil en la segunda ecuación de (4.101). En otras palabras, ξ es una
incógnita artificial, que actúa como el multiplicador de Lagrange que se ocupa de la condición de
integral nula. De antemano se sabe que ξ es cero. Sin embargo, ξ se mantiene en (4.101) para
mantener la simétria de este sistema equivalente (ver, por ejemplo, [26] para un caso similar con
el espacio H(div; Ω)).

Observación 4.4.4 Si consideramos en nuestro esquema como lado derecho al funcional alter-
nativo definido en (3.29), los ordenes de convergencia del método siguen siendo los mismos. En

61



efecto, sea vh ∈ Wh, y sea f ∈ [L2(Ω)]2 tal que f ∈ [Hk−1(K)]2, para cada K ∈ Th. Entonces,
usando la definición y la propiedad de ortogonalidad del proyector ΠK

k−2 junto con la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, tenemos que:

|F̃ (vh)− F̃ h(vh)| =
∑
K∈Th

∫
K

rotfvh − rotf ΠK
k−2vh

=
∑
K∈Th

∫
K

rotf(vh −ΠK
k−2vh)

=
∑
K∈Th

∫
K

(rotf −ΠK
k−2(rotf))(vh −ΠK

k−2vh)

≤
∑
K∈Th

‖rotf −ΠK
k−2(rotf)‖0,K‖vh −ΠK

k−2vh‖0,K

≤
∑
K∈Th

Chk−2
K |rotf |k−2,KChK‖vh‖1,K

≤
∑
K∈Th

Chk−1
K |f |k−1,K‖vh‖2,K

≤
∑
K∈Th

Chk−1|f |k−1,h‖vh‖2,Ω,

(4.102)

donde hemos usado desigualdad de Cauchy-Schwarz en R2 y propiedades de aproximación del pro-
yector ΠK

k−2 (ver [8, Lema 5.1]. De (4.102) se sigue que

‖F̃ − F̃ h‖W ′h ≤ Ch
k−1|f |k−1,h.
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Caṕıtulo 5

Resultados Numéricos

En este caṕıtulo presentaremos varios ejemplos numéricos que ilustran el buen desempeño del
esquema discreto propuesto y corroboran los resultados teóricos presentados en este trabajo para
los casos k = 2 y k = 3. Para esto se ha implementado un código en MATLAB sobre mallas
poligonales arbitrarias.

Para completar el esquema de VEM, necesitamos elegir las formas bilineales sK∆(·, ·), sKcurl (·, ·) y
sK∇(·, ·), satisfaciendo (3.16), (3.17) y (4.79), respectivamente. Procediendo como en [3], una elección
natural para sK∆(·, ·) y sKcurl (·, ·) están dadas por:

sK∆(uh, vh) := σK
NK∑
i=1

[
uh(Vi)vh(Vi) + h2

Vi∇uh(Vi) · ∇vh(Vi)
]
∀uh, vh ∈W k

h (K),

y

sKcurl(uh, vh) := σKK

NK∑
i=1

[
uh(Vi)vh(Vi) + h2

Vi∇uh(Vi) · ∇vh(Vi)
]
∀uh, vh ∈W k

h (K).

Mientras que para el esquema de la presión del fluido, una elección para sK∇(·, ·) (ver [5, 43]) está
dada por:

sK∇(uh, vh) :=

NK∑
i=1

uh(Vi)vh(Vi) ∀uh, vh ∈ HK
h ,

donde V1, . . . , VNK son vértices de K, hVi corresponde al diámetro máximo del elemento con Vi
como vértice. Los parámetros σK , σKK > 0 son factores multiplicativos que tienen información de
las magnitudes f́ısicas y/o el h-escalado, por ejemplo, tomamos a σK como la traza de la matriz local

AK∆(Πk,∆
K uh,Π

k,∆
K vh). El parámetro σKK es tomado como la traza de

(
K−1ΠK

k−1curluh,Π
K
k−1curl vh

)
0,K

.

Testeamos el método usando diferentes familias de mallas:

T 1
h : Malla triangular;
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T 2
h : Malla trapezoidal que consiste en particiones del dominio en N×N trapecios congruentes,

todos similares al trapecio con vértices (0, 0),
(

1
2 , 0
)
,
(

1
2 ,

2
3

)
y
(
0, 1

3

)
;

T 3
h : Secuencia de TVC (Teselaciones de Voronoi Centroidales) con h = 1/4, 1/8, 1/16, 1/32, 1/64;

T 4
h : Malla hexagonal.

Figura 5.1: Mallas: T 1
h (arriba izquierda), T 2

h (arriba derecha), T 3
h (abajo izquierda), T 4

h

(abajo derecha).

Para la función de corriente consideremos los siguientes errores calculables en VEM:
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e0(ψ) = error(ψ,L2) :=

∑
K∈Th

‖ψ −Πk,∆
K ψh‖20,K

1/2

,

e1(ψ) = error(ψ,H1) :=

∑
K∈Th

|ψ −Πk,∆
K ψh|21,K

1/2

,

e2(ψ) = error(ψ,H2) :=

∑
K∈Th

|ψ −Πk,∆
K ψh|22,K

1/2

.

Mientras que para la presión consideremos

e1(p) = error(p,H1) :=

∑
K∈Th

∣∣p−Π∇Kph
∣∣2
1,K

1/2

.

Para mostrar las tasas de convergencia experimentales introducimos la siguiente notación:

r0(ψ) :=
log(e0(ψ)/e′0(ψ))

log(h/h′)
, r1(ψ) :=

log(e1(ψ)/e′1(ψ))

log(h/h′)
,

r2(ψ) :=
log(e2(ψ)/e′2(ψ))

log(h/h′)
y r1(p) :=

log(e1(p)/e′1(p))

log(h/h′)
.

donde h y h′ denota dos tamaños de malla consecutivos con sus respectivos errores ei y e′i, i = 0, 1, 2.

5.1. Ejemplo 1: Tensor constante

En este ejemplo, tomamos Ω := (0, 1) × (0, 1) y testeamos las ecuaciones del Problema 2.1.1 con-
siderando diferentes valores para la viscosidad del fluido ν y fijamos el tensor de permeabilidad
K−1 = aI, con a = 1 y a = 1e4. Elegimos f tal que la solución anaĺıtica sea:

u(x, y) =
1

2

(
sin2(2πx) sin(2πy) cos(2πy)
− sin2(2πy) sin(2πx) cos(2πx)

)
, p(x, y) = π2 sin(2πx) cos(2πy),

ψ(x, y) =
1

8π
sin2(2πx) sin2(2πy).

Este test es considerado en [18].

En la Tabla 5.1 reportamos los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ del
Ejemplo 5.1, con k = 2 y a = 1, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado en este
trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos valores de ν, a saber,
1e0, 1e−3, 1e−6, usando la familia de mallas T 2

h .
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ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ)

k = 2

147 1/8 3.7643e-3 — 6.7079e-2 — 1.3029e-0 —
1e0 675 1/16 1.0833e-3 1.79 2.3144e-2 1.53 6.9430e-1 0.90

2883 1/32 2.7676e-4 1.96 6.6124e-3 1.80 3.4661e-1 1.00
11907 1/64 6.9202e-5 1.99 1.7234e-3 1.93 1.7249e-1 1.00
48387 1/128 1.7290e-5 2.00 4.3571e-4 1.98 8.6113e-2 1.00

147 1/8 9.2259e-3 — 1.1120e-1 — 1.7535e-0 —
1e-3 675 1/16 1.5704e-3 2.55 2.5445e-2 2.12 7.9227e-1 1.14

2883 1/32 1.6103e-4 3.28 4.1832e-3 2.60 3.6190e-1 1.13
11907 1/64 1.7332e-5 3.21 1.1508e-3 1.92 1.7160e-1 1.07
48387 1/128 2.2092e-6 2.97 3.8146e-4 1.60 8.5491e-2 1.00

147 1/8 9.6207e-3 — 1.1487e-1 — 1.7987e-0 —
1e-6 675 1/16 1.5820e-3 2.60 2.5999e-2 2.14 8.5718e-1 1.06

2883 1/32 1.1760e-4 3.74 4.3087e-3 2.59 4.8066e-1 0.83
11907 1/64 9.2839e-6 3.66 1.0180e-3 2.08 2.4275e-1 0.99
48387 1/128 8.6358e-7 3.42 2.3205e-4 2.13 1.1229e-1 1.11

Tabla 5.1: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.1, con a = 1 y k = 2, usando la
familia de mallas T 2

h y diferentes valores de ν.

Observamos en la Tabla 5.1 que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas
4.1.1, 4.2.1 y 4.2.2.

En la Figura 5.2 se muestra la función de corriente exacta y aproximada junto con el campo de
velocidad del fluido, para el Ejemplo 5.1, obtenidas con el método de elementos virtuales analizado
en este trabajo, usando la malla T 2

h , h = 1/32, ν = 1, a = 1 y grado polinomial k = 2.
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Figura 5.2: Gráficas Ejemplo 5.1: Función de corriente exacta (arriba izquierda), función de
corriente aproximada (arriba derecha) y el campo de velocidad (abajo), obtenidos con la
malla T 2

h , h = 1/32. Para k = 2, ν = 1 y a = 1.

En la Tabla 5.2 reportamos los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ y la
presión p del fluido, para el Ejemplo 5.1, con k = 3 y a = 1, obtenidos con el método de elementos
virtuales analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando
distintos valores de ν, a saber, 1e0, 1e−3, 1e−6 y usando la familia de mallas T 2

h .
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ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ) e1(p) r1(p)

k = 3

259 1/8 1.5218e-3 — 2.1761e-2 — 5.4677e-1 — 15.411e-0 —
1e0 1155 1/16 1.2693e-4 3.58 2.3926e-3 3.18 1.5321e-1 1.83 7.7377e-0 0.99

4867 1/32 8.9964e-6 3.81 2.6381e-4 3.18 3.8244e-2 2.00 3.8565e-0 1.00
19971 1/64 5.8078e-7 3.95 3.0897e-5 3.09 9.4086e-3 2.00 1.9176e-0 1.00
80899 1/128 3.6418e-8 3.99 3.7846e-6 3.02 2.3383e-3 2.00 9.5601e-1 1.00

259 1/8 1.7420e-3 — 2.7338e-2 — 6.8020e-1 — 15.215e-0 —
1e-3 1155 1/16 6.8790e-5 4.66 2.6168e-3 3.38 1.8276e-1 1.89 7.6418e-0 0.99

4867 1/32 3.3284e-6 4.36 2.6658e-4 3.29 3.9974e-2 2.19 3.8205e-0 1.00
19971 1/64 1.7665e-7 4.23 3.0076e-5 3.14 9.3948e-3 2.08 1.9095e-0 1.00
80899 1/128 1.0561e-8 4.06 3.7308e-6 3.01 2.3295e-3 2.01 9.5455e-1 1.00

259 1/8 1.6112e-3 — 2.6619e-2 — 7.8905e-1 — 15.216e-0 —
1e-6 1155 1/16 6.2102e-5 4.69 3.2881e-3 3.01 2.7010e-1 1.54 7.6419e-0 0.99

4867 1/32 3.6601e-6 4.08 3.7932e-4 3.11 6.4857e-2 2.05 3.8205e-0 1.00
19971 1/64 2.3146e-7 4.00 4.1631e-5 3.18 1.3135e-2 2.30 1.9095e-0 1.00
80899 1/128 1.4356e-8 4.01 4.7452e-6 3.13 2.6929e-3 2.28 9.5455e-1 1.00

Tabla 5.2: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.1, con a = 1 y k = 3, usando la
familia de mallas T 2

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.2 observamos que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas
4.1.1, 4.2.1, 4.2.2 y 4.4.4.

En la Tabla 5.3 reportamos los errores y tasas de convergencia para para la función de corriente ψ,
para el Ejemplo 5.1, con k = 2, a = 1e4, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado
en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos valores de ν,
a saber, 1e0, 1e−3, 1e−6 y usando la familia de mallas T 2

h .

68



ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ)

k = 2

147 1/8 9.2375e-3 — 1.0983e-1 — 1.7428e-0 —
1e0 675 1/16 1.5288e-3 2.59 2.4448e-2 2.16 8.0877e-1 1.10

2883 1/32 1.1554e-4 3.72 3.3530e-3 2.86 4.1312e-1 0.96
11907 1/64 9.2949e-6 3.63 6.3138e-4 2.40 1.8511e-1 1.14
48387 1/128 9.6833e-7 3.26 1.7582e-4 1.84 8.6959e-2 1.09

147 1/8 9.2793e-3 — 1.1018e-1 — 1.7469e-0 —
1e-3 675 1/16 1.5265e-3 2.60 2.4517e-2 2.16 8.1591e-1 1.09

2883 1/32 1.0761e-4 3.82 3.6583e-3 2.74 4.5253e-1 0.85
11907 1/64 7.4796e-6 3.84 8.4434e-4 2.11 2.2749e-1 0.99
48387 1/128 5.6598e-7 3.72 1.8720e-4 2.17 1.0465e-1 1.12

147 1/8 9.2794e-3 — 1.1028e-1 — 1.7469e-0 —
1e-6 675 1/16 1.5266e-3 2.60 2.4517e-2 2.16 8.1592e-1 1.09

2883 1/32 1.0761e-4 3.82 3.6589e-3 2.74 4.5259e-1 0.85
11907 1/64 7.4799e-6 3.84 8.4551e-4 2.11 2.2277e-1 0.99
48387 1/128 5.6693e-7 3.72 1.8799e-4 2.16 1.0493e-1 1.08

Tabla 5.3: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.1, con a = 1e4 y k = 2, usando la
familia de mallas T 2

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.3 se observa que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas 4.1.1,
4.2.1 y 4.2.2.

En la Tabla 5.4 reportamos los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ y la
presión p del fluido para el Ejemplo 5.1, con k = 3, a = 1e4, obtenidos con el método de elementos
virtuales analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando
distintos valores de ν, a saber, 1e0, 1e−3, 1e−6 y usando la familia de mallas T 2

h .
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ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ) e1(p) r1(p)

k = 3

259 1/8 2.6008e-4 — 9.2734e-3 — 4.5423e-1 — 17.191e-0 —
1e0 1155 1/16 2.2336e-5 3.54 1.4776e-3 2.64 1.3951e-1 1.70 7.8195e-0 1.13

4867 1/32 1.7913e-6 3.64 2.0684e-4 2.83 3.5794e-2 1.96 3.8644e-0 1.01
19971 1/64 1.2828e-7 3.80 2.8098e-5 2.89 9.1105e-3 1.98 1.9182e-0 1.01
80899 1/128 8.5502e-9 4.01 3.6797e-6 3.13 2.3144e-3 2.28 9.5604e-1 1.00

259 1/8 2.1179e-4 — 8.8551e-3 — 4.5111e-1 — 16.707e-0 —
1e-3 1155 1/16 1.5312e-5 3.78 1.2922e-3 2.77 1.3289e-1 1.76 7.6747e-0 1.12

4867 1/32 1.1940e-6 3.68 1.7795e-4 2.86 3.4694e-2 1.93 3.8209e-0 1.00
19971 1/64 8.2478e-8 3.89 2.1680e-5 3.03 8.3298e-3 2.05 1.9095e-0 1.00
80899 1/128 5.4361e-9 3.92 2.6272e-6 3.04 2.0138e-3 2.04 9.5455e-1 1.00

259 1/8 2.1174e-4 — 8.8557e-3 — 4.5115e-1 — 16.708e-0 —
1e-6 1155 1/16 1.5302e-5 3.79 1.2935e-3 2.77 1.3330e-1 1.76 7.6749e-0 1.12

4867 1/32 1.1973e-6 3.68 1.8162e-4 2.83 3.5170e-2 1.91 3.8210e-0 1.00
19971 1/64 8.7569e-8 3.80 2.8115e-5 2.70 9.6750e-3 1.86 1.9095e-0 1.00
80899 1/128 6.4996e-9 3.75 4.9640e-6 2.50 3.0267e-3 1.67 9.5455e-1 1.00

Tabla 5.4: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.1, con a = 1e4 y k = 3, usando la
familia de mallas T 2

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.4 observamos que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas
4.1.1, 4.2.1, 4.2.2 y 4.4.4.

En la Figura 5.3 se muestran la función de corriente exacta y aproximada, la presión exacta y
aproximada junto con el campo de velocidad, para el Ejemplo 5.1, obtenidas con el método de
elementos virtuales analizado en este trabajo, usando la malla T 2

h , h = 1/32, ν = 1e− 6, a = 1e4
y grado polinomial k = 3.
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Figura 5.3: Gráficas Ejemplo 5.1: Función de corriente exacta (arriba izquierda), función de
corriente aproximada (arriba derecha), presión exacta (medio izquierda), presión aproximada
(medio derecha) y campo de velocidad (abajo). Obtenido con la malla T 2

h , h = 1/32. Para
k = 3, ν = 1e− 6 y a = 1e4.
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5.2. Ejemplo 2: Tensor variable

Un ejemplo similar al que consideraremos a continuación se presenta en [39, 50]. Consideremos
Ω := (0, 1) × (0, 1) y testeamos las ecuaciones del Problema 2.1.1 considerando diferentes valores
para la viscosidad del fluido ν > 0, fijando el tensor de permeabilidad

K−1 =

(
sin(2πx) + 1.1 10−6

10−6 sin(2πy) + 1.1

)
.

Elegimos f tal que la solución anaĺıtica sea

u(x, y) = 200

(
x2(1− x)2y(1− y)(1− 2y)
−x(1− x)(1− 2x)y2(1− y)2

)
, p(x, y) = x3y3 − 1

16
,

ψ(x, y) = 100x2(1− x)2y2(1− y)2.

En la Tabla 5.5 reportamos los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ, para
el Ejemplo 5.2, con a = 1 y grado polinomial k = 2, obtenidos con el método de elementos virtuales
analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos
valores de ν, a saber, 1e0, 1e−3, 1e−6 y usando la familia de mallas T 1

h .

ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ)

k = 2

156 1/8 5.8270e-3 — 6.8396e-2 — 1.4810e-0 —
1e0 717 1/16 1.3577e-3 2.10 1.7187e-2 1.99 7.4629e-1 0.98

3075 1/32 3.3027e-4 2.03 4.3066e-3 1.99 3.8153e-1 0.96
12567 1/64 7.2984e-5 2.17 1.0155e-3 2.08 1.8521e-1 1.04
50445 1/128 1.9721e-5 1.89 2.5987e-4 1.97 9.3480e-2 0.99

156 1/8 5.4990e-3 — 4.8501e-2 — 1.6789e-0 —
1e-3 717 1/16 8.1440e-4 2.75 1.1619e-2 2.06 8.0460e-1 1.06

3075 1/32 1.0058e-4 3.01 2.8763e-3 2.01 3.9023e-1 1.04
12567 1/64 1.3511e-5 2.89 7.3912e-4 1.96 1.8590e-1 1.06
50445 1/128 3.0628e-6 2.14 1.9391e-4 1.93 9.3559e-2 0.99

156 1/8 5.2123e-3 — 4.9998e-2 — 1.7965e-0 —
1e-6 717 1/16 7.5145e-4 2.79 1.2263e-2 2.02 8.9518e-1 1.00

3075 1/32 7.1514e-5 3.39 2.6389e-3 2.21 4.5514e-1 0.97
12567 1/64 7.1873e-6 3.31 5.7059e-4 2.10 2.1804e-1 1.06
50445 1/128 1.0034e-6 2.84 1.4271e-4 1.99 1.0976e-1 0.99

Tabla 5.5: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.2, con k = 2, usando la familia de
mallas T 1

h y diferentes valores de ν.
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En la Tabla 5.5 observamos que el método converge con los ordenes predichos en el análisis hecho
en los Teoremas 4.1.1, 4.2.1, 4.2.2.

En la Tabla 5.6 reportamos los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ y
para la presión p del fluido, para el Ejemplo 5.2, con a = 1 y grado polinomial k = 3, obtenidos con
el método de elementos virtuales analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de
convergencia usando distintos valores de ν, a saber, 1e0, 1e−3, 1e−6 y usando la familia de mallas
T 4
h .

ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ) e1(p) r1(p)

k = 3

592 1/8 5.9202e-4 — 5.6400e-3 — 2.4624e-1 — 1.5823e-0 —
1e0 2336 1/16 4.2842e-5 3.78 7.0210e-4 3.00 6.7019e-2 1.87 6.0008e-1 1.39

9280 1/32 2.8204e-6 3.92 8.7271e-5 3.00 1.7463e-2 1.96 1.9556e-1 1.61
36992 1/64 1.7738e-7 3.99 1.0937e-5 2.99 4.4619e-3 1.96 6.2018e-2 1.65

592 1/8 1.2381e-3 — 1.1130e-2 — 2.9159e-1 — 1.2471e-1 —
1e-3 2336 1/16 5.2619e-5 4.55 8.3839e-4 3.73 6.9374e-2 2.07 6.7003e-2 0.89

9280 1/32 2.0085e-6 4.71 8.8674e-5 3.24 1.7531e-2 1.98 3.4758e-2 0.94
36992 1/64 7.7894e-8 4.68 1.0931e-5 3.01 4.4616e-3 1.97 1.7706e-2 0.97

592 1/8 1.3601e-3 — 1.2549e-2 — 3.0966e-1 — 1.2469e-1 0.89
1e-6 2336 1/16 6.7498e-5 4.37 1.0842e-3 3.31 7.4691e-2 2.01 6.6998e-2 0.94

9280 1/32 3.2600e-6 4.41 1.0915e-4 3.07 1.8438e-2 2.00 3.4757e-2 1.07
36992 1/64 1.4181e-7 4.52 1.2126e-5 3.17 4.5779e-3 2.00 1.7706e-2 0.97

Tabla 5.6: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.2, con k = 3, usando la familia de
mallas T 4

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.6 se observa que el método converge con los ordenes predichos en el análisis hecho
en los Teoremas 4.1.1, 4.2.1, 4.2.2 y 4.4.4.

En la Figura 5.4 se muestran la función de corriente exacta y aproximada, la presión exacta y
aproximada junto con el campo de velocidad, para el Ejemplo 5.2, obtenidas con el método de
elementos virtuales analizado en este trabajo, usando la malla T 4

h , h = 1/32, ν = 1e − 6 y grado
polinomial k = 3.
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Figura 5.4: Gráficas Ejemplo 5.2: Función de corriente exacta (arriba izquierda), función de
corriente aproximada (arriba derecha), presión exacta (medio izquierda), presión aproximada
(medio derecha) y campo de velocidad (abajo). Obtenido con la malla T 4

h , h = 1/32. Para
k = 3 y ν = 1e− 6.
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5.3. Ejemplo 3: Solución dependiendo de ν

En el siguiente ejemplo se estudia la convergencia del método con una solución dependiente de la
viscosidad del fluido ν, este ejemplo es tomado de [40]. Consideramos Ω = (0, 1)×(0, 1) y testeamos
las ecuaciones del Problema 2.1.1 con varios valores para la viscosidad ν ∈ (0, 1], fijamos el tensor
de permeabilidad K−1 = I. Elegimos a f y las condiciones de frontera Dirichlet no homogéneas de
tal manera que la solución anaĺıtica sea;

u(x, y) =

(
−xe−xy/

√
ν

ye−xy/
√
ν

)
, p(x, y) =

√
νe−x/

√
ν − ν

(
1− e−1/

√
ν
)
,

ψ(x, y) =
√
νe−xy/

√
ν .

En la Tabla 5.7 reportamos los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ del
Ejemplo 5.3, con grado polinomial k = 2, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado
en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos valores de ν
y usamos la familia de mallas T 1

h para comparar con los resultados de [40] (ver Sección 6).
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ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ)

k = 2

156 1/8 5.0133e-5 — 1.4125e-3 — 6.1541e-2 —
1e0 717 1/16 1.4792e-5 1.76 3.8971e-4 1.85 3.2082e-2 0.93

3075 1/32 3.7387e-6 1.98 9.3154e-5 2.06 1.5524e-2 1.04
12567 1/64 9.9167e-7 1.91 2.2640e-5 2.04 7.7714e-3 1.00
50445 1/128 2.5430e-7 1.96 5.7257e-6 1.98 3.8876e-3 0.99

156 1/8 1.2934e-4 — 4.3789e-3 — 1.5849e-1 —
2e-4 717 1/16 2.8528e-5 2.18 1.2452e-3 1.81 8.5793e-2 0.88

3075 1/32 5.3691e-6 2.40 2.9922e-5 2.05 4.1108e-2 1.06
12567 1/64 1.1880e-6 2.17 7.0443e-5 2.08 2.0446e-2 1.00
50445 1/128 2.9771e-7 1.99 1.7466e-5 2.01 1.0283e-2 0.99

156 1/8 1.2656e-3 — 2.3827e-2 — 7.3821e-1 —
2e-8 717 1/16 2.6813e-4 2.23 7.7681e-3 1.61 4.3354e-1 0.76

3075 1/32 4.8257e-5 2.47 2.0575e-3 1.91 2.1225e-1 1.03
12567 1/64 8.0820e-6 2.57 4.9503e-4 2.05 1.0680e-1 0.99
50445 1/128 2.0347e-6 1.98 1.2153e-4 2.02 5.2874e-2 1.01

156 1/8 5.9604e-3 — 8.7424e-2 — 3.1005e-0 —
2e-12 717 1/16 1.8960e-3 1.65 4.2336e-2 1.04 2.5188e-0 0.29

3075 1/32 4.4959e-4 2.07 1.5235e-2 1.47 1.5740e-0 0.67
12567 1/64 6.6087e-5 2.76 4.0390e-3 1.91 0.8293e-0 0.92
50445 1/128 1.2450e-5 2.04 1.0863e-3 1.89 4.2368e-1 0.96

156 1/8 8.3152e-3 — 1.1557e-1 — 4.8636e-0 —
2e-14 717 1/16 3.2429e-3 1.35 6.8149e-2 0.76 4.5466e-0 0.09

3075 1/32 9.8809e-4 1.71 3.1772e-2 1.10 3.5697e-0 0.34
12567 1/64 1.8767e-4 2.39 1.0279e-2 1.62 2.2216e-0 0.68
50445 1/128 3.6144e-5 2.37 3.0739e-3 1.74 1.2106e-0 0.87

Tabla 5.7: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.3, con k = 2, usando la familia de
mallas T 1

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.7 observamos que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas
4.1.1, 4.2.1 y 4.2.2 para los primeros valores de ν. Sin embargo, a medida que ν tiende a cero, se
observa pérdida de convergencia en las normas H1 y H2, esto se debe a que dichas estimaciones
error dependen de potencias negativas de ν (ver [40, Seción 6]).

En la Figura 5.5 se muestran la función de corriente exacta y aproximada junto con el campo de
velocidad, para el Ejemplo 5.3, obtenidas con el método de elementos virtuales analizado en este
trabajo, usando la malla T 1

h , h = 1/64, ν = 2e− 8 y grado polinomial k = 2.
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Figura 5.5: Gráficas Ejemplo 5.3: Función de corriente exacta (arriba izquierda), función de
corriente aproximada (arriba derecha), campo de velocidad (abajo). Obtenido con malla la
T 1
h , h = 1/64. Para k = 2, ν = 2e− 8.

En la Tabla 5.8 reportamos los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ y la
presión p del fluido, para el Ejemplo 5.3, con k = 3, obtenidos con el método de elementos virtuales
analizado en este trabajo. La tabla contiene los errores y tasas de convergencia para distintos valores
de ν, usando la familia de mallas T 1

h .
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ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ) e1(p) r1(p)

k = 3

337 1/8 2.8029e-4 — 7.1461e-3 — 3.6592e-1 — 1.319e+1 —
1e0 1483 1/16 266735e-5 3.39 1.1280e-3 2.66 9.8258e-2 1.89 3.4065e-0 1.95

6247 1/32 1.1848e-6 4.49 1.2224e-4 3.20 2.0914e-2 2.23 9.6757e-1 1.81
25331 1/64 5.7690e-8 4.36 1.3786e-5 3.14 4.5905e-3 2.18 3.8555e-1 1.32

337 1/8 2.6674e-5 — 5.0579e-4 — 2.0472e-2 — 5.2708e-2 —
2e-4 1483 1/16 2.0115e-6 3.72 7.3093e-5 2.79 5.5582e-3 1.88 2.5928e-2 1.02

6247 1/32 1.3605e-7 3.88 8.8796e-6 3.04 1.3217e-3 2.07 1.3141e-2 0.98
25331 1/64 5.9674e-9 4.51 1.0078e-6 3.13 3.1392e-4 2.07 6.3251e-3 1.05

337 1/8 4.0280e-4 — 7.9954e-3 — 3.2693e-1 — 8.5204e-2 —
2e-8 1483 1/16 2.5084e-5 4.00 9.4792e-4 3.07 7.9988e-2 2.03 4.8583e-2 0.81

6247 1/32 2.1659e-6 3.53 1.3805e-4 2.77 2.1213e-2 1.91 2.6704e-2 0.86
25331 1/64 9.8234e-8 4.46 1.5017e-5 3.20 4.7641e-3 2.15 1.2495e-2 1.09

337 1/8 2.1209e-3 — 4.8793e-2 — 2.4098e-0 — 7.6529e-2 —
2e-12 1483 1/16 3.9343e-4 2.43 1.3628e-2 1.82 1.2411e-0 0.95 6.2576e-2 0.29

6247 1/32 5.1396e-5 2.93 3.0092e-3 2.17 5.0774e-1 1.28 4.5453e-2 0.46
25331 1/64 3.2830e-6 3.96 3.6621e-4 3.03 1.3095e-3 1.95 2.4533e-2 0.88

147 1/8 3.3621e-3 — 7.3363e-2 — 4.2319e-0 — 5.8813e-2 —
2e-14 1483 1/16 9.0808e-4 1.88 3.0235e-2 1.27 3.0775e-0 0.45 5.3434e-2 0.13

6247 1/32 1.6988e-4 2.41 9.7121e-3 1.63 1.7778e-0 0.79 4.5781e-1 0.22
25331 1/64 1.6955e-4 3.32 1.6847e-3 2.52 6.3071e-1 1.49 3.0661e-2 0.57

Tabla 5.8: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.3, con k = 3, usando la familia de
mallas T 1

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.8 se observa que el método converge con los ordenes predichos en los Teoremas
4.1.1, 4.2.1, 4.2.2 y 4.4.4 para valores de ν cercanos a 1. Sin embargo, a medida que ν tiende a
cero, se observa una pérdida de convergencia en las normas estimadas, esto se debe a que dichas
estimaciones error dependen de potencias negativas de ν (ver [40, Sección. 6]).

En la Tabla 5.9 reportamos los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ del
Ejemplo 5.3, con k = 2, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado en este trabajo.
Dicha tabla contiene los errores y tasas de convergencia para distintos valores de ν, usando ahora
la familia de mallas T 3

h .

78



ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ)

k = 2

294 1/8 1.4733e-4 — 2.4139e-3 — 6.8664e-2 —
1e0 1362 1/16 3.2049e-5 2.20 7.0454e-4 1.77 3.4628e-2 0.98

5778 1/32 5.8678e-6 2.44 1.9392e-4 1.86 1.7282e-2 1.00
23868 1/64 7.5631e-7 2.95 5.1898e-5 1.90 8.7584e-3 0.99
96855 1/128 1.3319e-7 2.50 1.3194e-5 1.97 4.3671e-3 1.00

294 1/8 3.1289e-4 — 5.5733e-3 — 1.7690e-2 —
2e-4 1362 1/16 1.0570e-4 1.56 1.9967e-3 1.48 9.1863e-2 0.94

5778 1/32 2.3571e-5 2.16 6.6588e-4 1.58 4.7183e-2 0.96
23868 1/64 3.7483e-6 2.65 1.8425e-4 1.85 2.4126e-2 0.96
96855 1/128 8.3831e-7 2.16 4.6844e-5 1.97 1.1912e-2 1.01

294 1/8 1.4365e-3 — 2.4122e-3 — 8.0012e-1 —
2e-8 1362 1/16 2.8901e-4 2.32 7.2818e-3 1.72 4.5604e-1 0.81

5778 1/32 3.3532e-5 3.10 2.6175e-3 1.47 2.4887e-1 0.87
23868 1/64 1.7225e-5 0.96 9.0086e-4 1.53 1.2816e-1 0.95
96855 1/128 7.0592e-6 1.28 2.7819e-4 1.69 6.3459e-2 1.01

294 1/8 7.5856e-3 — 9.3425e-2 — 3.2108e-0 —
2e-12 1362 1/16 2.8559e-3 1.40 4.5170e-2 1.04 2.5577e-0 0.32

5778 1/32 7.1604e-4 1.99 1.7538e-2 1.36 1.6955e-0 0.59
23868 1/64 1.3095e-4 2.45 5.0045e-3 1.80 9.4171e-1 0.84
96855 1/128 6.0655e-6 4.43 1.3193e-3 1.92 4.7914e-1 0.94

294 1/8 1.0286e-2 — 1.2163e-1 0.65 4.7101e-0 —
2e-14 1362 1/16 4.6338e-3 1.15 7.2284e-2 1.75 4.5648e-0 0.04

5778 1/32 1.5264e-3 1.60 3.6161e-2 0.99 3.6789e-0 0.31
23868 1/64 3.9993e-4 1.93 1.3345e-2 1.43 2.4307e-0 0.59
23868 1/128 6.0901e-5 2.71 3.4482e-3 1.95 1.3150e-0 0.88

Tabla 5.9: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.3, con k = 2, usando la familia de
mallas T 3

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.10 se reportan los errores y tasas de convergencia para la función de corriente
ψ y la presión p del fluido para el Ejemplo 5.3, con grado polinomial k = 3, obtenidos con el
método de elementos virtuales analizado en este trabajo. Dicha tabla contiene los errores y tasas
de convergencia usando distintos valores de ν y usamos la familia de mallas T 3

h .
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ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ) e1(p) r1(p)

k = 3

455 1/8 2.7675e-6 — 6.0074e-5 — 3.1166e-3 — 3.8799e-2 —
1e0 2083 1/16 1.6797e-7 4.04 7.3203e-6 3.03 7.6615e-4 2.02 1.9049e-2 1.02

8751 1/32 9.5758e-9 4.13 8.7877e-7 3.05 1.8818e-4 2.02 8.7317e-3 1.12
35927 1/64 6.3000e-10 3.92 1.0955e-7 3.00 4.7143e-5 1.99 4.3490e-3 1.00

145523 1/128 1.2568e-10 2.32 1.2995e-8 3.07 1.1463e-5 2.04 2.1038e-3 1.04

455 1/8 1.9751e-5 — 3.1573e-4 — 1.7872e-2 — 5.2559e-2 —
2e-4 2083 1/16 1.2440e-6 3.98 4.2338e-5 2.89 4.5735e-3 1.96 2.5779e-2 1.02

8751 1/32 7.3212e-8 4.08 5.6899e-6 2.89 1.1793e-3 1.95 1.2860e-2 1.00
35927 1/64 5.0346e-9 3.86 7.1118e-7 3.00 2.9863e-4 1.98 6.6953e-3 0.94

145523 1/128 2.5581e-10 4.29 8.0837e-8 3.13 7.1172e-5 2.06 3.2631e-3 1.03

455 1/8 1.2424e-4 — 3.2740e-3 — 1.8548e-1 — 8.7081e-2 0.50
2e-8 2083 1/16 8.5912e-6 3.85 5.1652e-4 2.66 5.6851e-2 1.70 4.7214e-2 0.88

8751 1/32 8.2001e-7 3.38 8.6223e-4 2.58 1.7038e-2 1.73 2.4701e-2 0.93
35927 1/64 7.8518e-8 3.38 1.1007e-5 2.96 4.4441e-3 1.93 1.3365e-2 0.88

145523 1/128 4.1049e-9 4.25 1.2655e-6 3.12 1.0756e-3 2.04 6.4166e-3 1.05

455 1/8 1.1947e-3 — 3.1189e-2 — 1.8091e-0 — 7.4471e-2 —
2e-12 2083 1/16 2.1203e-4 2.49 9.1684e-2 1.76 9.6404e-0 0.90 6.1875e-2 0.26

8751 1/32 2.9785e-5 2.83 2.1509e-3 2.09 3.9847e-1 1.27 4.1765e-2 0.56
35927 1/64 2.8334e-6 3.39 3.0597e-4 2.81 1.1643e-1 1.77 2.5111e-2 0.73

145523 1/128 1.7274e-7 4.03 3.6915e-5 3.05 2.9951e-2 1.95 1.2649e-2 0.98

455 1/8 2.4389e-3 — 5.6005e-2 — 3.3723e-0 — 4.8438e-2 —
2e-14 2083 1/16 6.7802e-4 1.84 2.4027e-2 1.22 2.6357e-0 0.35 5.2197e-2 -0.10

8751 1/32 1.3093e-4 2.37 7.8967e-3 1.60 1.4993e-0 0.81 4.3840e-2 0.25
35927 1/64 1.6672e-5 2.97 1.5353e-3 2.36 5.7439e-1 1.40 3.0822e-2 0.50

145523 1/128 1.2019e-6 3.79 2.0572e-4 2.89 1.9192e-1 1.58 1.7138e-2 0.84

Tabla 5.10: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.3, con k = 3, usando la familia
de mallas T 3

h y diferentes valores de ν.

En las Tablas 5.9 y 5.10 observamos que el método converge con los ordenes predichos en los
Teoremas 4.1.1, 4.2.1, 4.2.2 y 4.4.4, para valores de ν cercanos a 1. Sin embargo, a medida que
ν tiende a cero, se observa pérdida en el orden de convergencia en las normas estimadas (para la
función de corriente y para la presión), esto se debe a que dichas estimaciones error dependen de
potencias negativas de ν (ver [40, Sección. 6]).

En la Figura 5.6 se muestran la función de corriente y la presión (exactas y aproximadas) junto
con el campo de velocidad, para el Ejemplo 5.3, obtenidas con el método de elementos virtuales
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analizado en este trabajo, usando la malla T 3
h , h = 1/32, ν = 2e− 4 y grado polinomial k = 3.
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Figura 5.6: Gráficas Ejemplo 5.3: Función de corriente exacta (arriba izquierda), función de
corriente aproximada (arriba derecha), presión exacta (medio izquierda), presión aproximada
(medio derecha) y campo de velocidad (abajo). Obtenido con la malla T 3

h , h = 1/32. Para
k = 3, ν = 2e− 4.
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5.4. Ejemplo 4: Lado derecho alternativo

En este ejemplo, tomamos Ω := (0, 1) × (0, 1) y testeamos las ecuaciones del Problema 2.9, con
el lado derecho alternativo definido en (3.29), considerando diferentes valores para la viscosidad ν
del fluido, fijamos el tensor de permeabilidad K−1 = I. Elegimos a f y las condiciones de frontera
Dirichlet no homogéneas de tal manera que la solución anaĺıtica sea:

u(x, y) =
2

π2

(
ex

2+y2 sin(2πx)(y cos(2πy)− π sin(2πy))

−ex2+y2 cos(2πy)(π cos(2πx) + x sin(2πx))

)
, p(x, y) = sin(x)− sin(y)

ψ(x, y) =
1

π2
sin(2πx) cos(2πy)ex

2+y2 .

En la Tabla 5.11 se reportan los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ del
Ejemplo 5.4, con grado polinomial k = 2, obtenidos con el método de elementos virtuales analizado
en este trabajo, considerando el lado derecho alternativo F̃ h(·) definido en (3.29). Dicha tabla
contiene los errores y tasas de convergencia usando distintos valores de ν. Usamos la familia de
mallas T 3

h .

ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ)

k = 2

294 1/8 1.1785e-2 — 1.6670e-2 — 3.0690e-0 —
1e0 1371 1/16 2.0476e-3 2.52 5.6516e-2 1.56 1.6703e-0 0.87

5796 1/32 3.7762e-4 2.43 1.4727e-2 1.94 8.1566e-1 1.03
23874 1/64 7.6485e-5 2.30 3.7906e-3 1.95 3.9964e-1 1.02
96855 1/128 1.2350e-5 2.63 9.5973e-4 1.98 1.9977e-1 1.00

294 1/8 1.7835e-2 — 1.4434e-1 — 3.1350e-0 —
1e-3 1371 1/16 2.6456e-3 2.75 2.9552e-2 2.28 1.6547e-0 0.92

5796 1/32 5.7258e-4 2.20 7.5279e-3 1.97 8.0524e-1 1.03
23874 1/64 1.2976e-4 2.14 2.4887e-3 1.59 3.9562e-1 1.02
96855 1/128 2.8807e-5 2.17 8.8678e-4 1.48 1.9892e-1 0.99

294 1/8 1.8061e-2 — 1.4551e-1 — 3.1503e-0 —
1e-6 1362 1/16 2.6159e-3 2.78 2.9100e-2 2.32 1.6780e-0 0.90

5796 1/32 5.6692e-4 2.20 6.7443e-3 2.10 8.2222e-1 1.02
23874 1/64 1.3689e-4 2.05 1.6432e-3 2.03 4.0483e-1 1.02
96855 1/128 3.3572e-5 2.02 4.0989e-4 2.00 2.0176e-1 1.00

Tabla 5.11: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.4, con k = 2, usando la familia
de mallas T 3

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.11 notamos que el método converge con los mismos ordenes del esquema considerando
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el lado derecho F h(·) definido en (3.28), tal como se predice en el análisis hecho en la Observación
4.4.4 (ver Caṕıtulo 4).

En la Figura 5.7 se muestra la función de corriente exacta y aproximada junto con el campo de
velocidad, para el Ejemplo 5.4, obtenidas con el método de elementos virtuales analizado en este
trabajo, usando la malla T 3

h , h = 1/64, ν = 1e− 6 y grado polinomial k = 3.
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Figura 5.7: Gráficas Ejemplo 5.4: Función de corriente exacta (arriba izquierda), función de
corriente aproximada (arriba derecha), campo de velocidad (abajo). Obtenido con la malla
T 3
h , h = 1/64. Para k = 2, ν = 1e− 6.

En la Tabla 5.12 se reportan los errores y tasas de convergencia para la función de corriente ψ y la
presión p del fluido, para el Ejemplo 5.4, con grado polinomial k = 3, obtenidos con el método de
elementos virtuales analizado en este trabajo, considerando el lado derecho alternativo definido en
(3.29). Dicha tabla contiene los errores y tasas de convergencia para distintos valores de ν, usando
la familia de mallas T 3

h .
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ν dof h e0(ψ) r0(ψ) e1(ψ) r1(ψ) e2(ψ) r2(ψ) e1(p) r1(p)

k = 3

455 1/8 1.4032e-3 — 1.4424e-2 — 5.7787e-1 — 6.1831e-0 —
1e0 2083 1/16 8.6754e-5 4.01 1.6969e-3 3.08 1.5373e-1 1.91 2.8911e-0 1.09

8751 1/32 4.3044e-6 4.33 1.7599e-4 3.26 3.5548e-2 2.11 1.3553e-0 1.09
35927 1/64 2.5045e-7 4.10 2.0674e-5 3.08 8.5250e-3 2.05 6.2373e-1 1.11

145523 1/128 1.2691e-8 4.30 2.5342e-6 3.02 2.1115e-3 2.01 2.8758e-1 1.11

455 1/8 2.4281e-3 — 2.7576e-2 — 8.1786e-1 — 2.9566e-2 —
1e-3 2083 1/16 1.1280e-4 4.42 2.6938e-3 3.35 1.8847e-1 2.11 1.4535e-2 1.02

8751 1/32 3.6992e-6 4.93 2.1463e-4 3.64 3.8939e-2 2.27 6.9774e-3 1.05
35927 1/64 1.6216e-7 4.51 2.2786e-5 3.23 8.9384e-3 2.12 3.4367e-3 1.02

145523 1/128 7.5138e-9 4.43 2.6222e-6 3.11 2.1552e-3 2.05 1.7079e-3 1.00

445 1/8 2.5402e-3 — 2.9386e-2 — 8.5597e-1 — 2.7139e-2 —
1e-6 2083 1/16 1.4447e-4 4.13 3.5018e-3 3.06 2.1802e-1 1.97 1.3731e-2 0.98

8751 1/32 6.1532e-6 4.55 3.2273e-4 3.43 4.7071e-2 2.21 6.7386e-3 1.02
35927 1/64 3.2389e-7 4.24 3.8732e-5 3.05 1.1173e-2 2.07 3.3527e-3 1.00

145523 1/128 1.6776e-8 4.27 4.6117e-6 3.07 2.7269e-3 2.03 1.6773e-3 0.99

Tabla 5.12: Errores y ordenes numéricos para el Ejemplo 5.4, con k = 3, usando la familia
de mallas T 3

h y diferentes valores de ν.

En la Tabla 5.12 notamos que el método converge con los mismos ordenes del esquema considerando
el lado derecho F h(·) definido en (3.28), tal como se predice en el análisis hecho en la Observación
4.4.4 (ver Caṕıtulo 4).

En la Figura 5.8 se muestran la función de corriente y la presión del fluido (exacta y aproximada)
junto con el campo de velocidad, para el Ejemplo 5.4, obtenidas con el método de elementos virtuales
analizado en este trabajo, usando la malla T 3

h , h = 1/64, ν = 1e− 6 y grado polinomial k = 3.

84



0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

Figura 5.8: Gráficas Ejemplo 5.4: Función de corriente exacta (arriba izquierda), función de
corriente aproximada (arriba derecha), presión exacta (medio izquierda), presión aproximada
(medio derecha) y campo de velocidad (abajo). Obtenido con la malla T 3

h , h = 1/64. Para
k = 3, ν = 1e− 3.
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5.5. Ejemplo 5: El problema de la cavidad

Este ejemplo es llamado el problema de la cavidad impulsada por la tapa el cual es un problema
estándar en el cual no se tiene una solución exacta. En el caso bidimensional se describe el fluido
en un contenedor rectangular que es impulsado por el movimiento uniforme de una tapa.

El problema está configurado con la siguiente condición de frontera: u = (1, 0) en la tapa superior
y u = (0, 0) en el resto de la frontera, mientras que el dato f es igual a 0 y usamos distintos valores
para viscosidad ν.

Debido al cambio de las condiciones de contorno, aparecen dos singularidades en las esquinas
superiores del dominio.

En lo que sigue, se muestran los resultados numéricos obtenidos usando la formulación 3.4.1 para
k = 2 y k = 3, donde se han empleado las siguientes condiciones de contorno para la función de
corriente ψh: ∇ψh = (0, 1), en la tapa superior y ∇ψh = (0, 0) en el resto, además ψh = 0 sobre
toda la frontera.
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Figura 5.9: Para k = 2. El campo de velocidad y las ĺıneas de corriente para el problema de
cavidad obtenida con la malla T 3

h , h = 1/64, con ν = 1 y K−1 = I.
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Figura 5.10: Para k = 2. La función de corriente, el campo de velocidad para el problema de
cavidad obtenidos con la malla T 4

h , h = 1/64, con ν = 1 y K−1 = I.

Figura 5.11: Para k = 2. Primera y segunda componente de la velocidad para el problema
de cavidad obtenidas con la malla T 4

h , h = 1/64, ν = 1 y K−1 = I.
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Figura 5.12: Para k = 3. La función de corriente, el campo de velocidad para el problema de
cavidad obtenidos con la malla T 3

h , h = 1/64, con ν = 1e− 3 y K−1 = I.
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Figura 5.13: Para k = 3. Ĺıneas de corriente para el problema de cavidad obtenida con la
malla T 2

h , h = 1/64, con ν = 1e− 3 y K−1 = I.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones y Trabajo Futuro

6.1. Conclusiones

Esta tesis se ha desarrollado con el propósito de estudiar la flexibilidad y habilidad del Método
de Elementos Virtuales para adaptarse a problemas de fluidos los cuales son de gran interés. En
particular, en este trabajo se realizó un análisis matemático y numérico de un Método de Elementos
Virtuales para el Problema de Brinkman formulado en términos de la función de corriente del
campo de velocidad, el cual es un problema de cuarto orden, quedando en evidencia la habilidad
de VEM para construir y analizar, de manera sencilla, esquemas conformes de H2(Ω) sobre mallas
poligonales generales.

A continuación se presentan los resultados más relavantes de este trabajo:

1. En el Caṕıtulo 2 se analizó existencia y unicidad de solución para el Problema de Brinkman
en términos de la función de corriente de la velocidad a nivel continuo, haciendo uso del Lema
de Lax-Milgram.

2. En el Caṕıtulo 3 se propuso una discretización de orden arbitrario k ≥ 2 mediante elementos
virtuales para la aproximación numérica de la función de corriente del Problema de Brinkman.
Se observó que debido al enfoque del método VEM la construcción del esquema discreto es
bastante simple, a diferencia del Método de Elementos Finitos clásico, donde la construcción
de funciones C1 globales es más complicada. En este caṕıtulo también se analizó existencia
y unicidad de solución del problema discreto.

3. En el Caṕıtulo 4 se establecieron estimaciones de error en norma H2 para la función de
corriente. Además, mediante argumentos de dualidad se logró establecer estimaciones de
error en norma H1 y L2.

4. Se recuperó el campo de velocidad del fluido a través de un post-proceso a partir de la función
de corriente y se estableció una estimación de error en norma H1 para la velocidad.
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5. Para k = 3 se propuso una estrategia para recuperar la presión del fluido mediante un
problema de Poisson generalizado, con dato proveniente de la función de corriente, la cual se
basa en un esquema discreto con elementos virtuales de clase C0. Además, bajo la hipótesis
de quasi-uniformidad de las mallas se mostró convergencia en norma H1.

6. Se desarrolló un código en MATLAB para realizar simulaciones numéricas sobre mallas po-
ligonales que ilustraron el buen desempeño del esquema discreto y corroboraron nuestros
resultados teóricos.

7. A nivel computacional se obtuvieron ventajas. Por un lado, el número de grados de libertad,
al estar relacionado con una sola variable escalar (la función de corriente) en lugar de una
variable vectorial (la velocidad) más uno escalar (la presión), resulta ser menor que el número
de grados de libertad para el esquema en términos de velocidad-presión. Lo anterior implica
que el sistema lineal resultante sea más pequeño. Además, dicho sistema es ahora definido
positivo, a diferencia del original que es indefinido.

6.2. Trabajo futuro

1. Extender el esquema discreto estudiado a otros problemas de la mecánica de fluidos tales
como Navier-Stokes y Oseen, formulados en términos de la función de corriente.

2. Proponer discretizaciones mediante Elementos Virtuales para el Problema de Brinkman for-
mulado términos de otras variables de interés.

3. Continuar con el estudio de la recuperación de la presión usando elementos virtuales de clase
C0.

4. Estudiar otros problemas de fluidos en distintas formulaciones y proponer discretizaciones
usando elementos virtuales.
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